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本 书 是 数学 类 专业 考研 复习 指导 书 . 本 书 通过 精 选 的 名 校 真题 ,i 
解 典型 问题 的 方法 和 技巧 . 全 书 共 分 八 讲 ,包括 极限 、 一 元 函数 的 连续 
性 一 元 函数 的 微分 学 一 元 函数 的 积分 学 、 级 数 、 多 元 函数 的 微分 学 、 
多 元 函数 的 积分 学 .不 等 式 . 

本 次 修订 增补 了 从 北大 .南开 .科学院 .华东 师范 ,大连 理工 .华南 
理工 等 院 校 最 近 两 年 真题 中 精 选 出 来 的 六 十 多 道 题目 ,并 删 去 或 新 增 
了 一 批 例题 后 的 类 题 . 

本 书 适合 作为 自学 材料 ,也 可 作为 相关 课程 的 培训 教材 . 





图 书 在 版 编目 (CIP) 数据 


考研 数学 分 析 总 复习 : 精 选 名 校 真题 / 陈 守信 编著 . 一 4 版 . 一 北京 : 
机 械 工业 出 版 社 ,2014.4 
ISBN 978-7-111-46233-0 


I .中考 … 工 . 个 陈 … 下. 外 高 等 数学 -研究生 - 人 学 考试 - 题 
解 NN. D013 -44 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2014) 第 056864 号 


机 械 工业 出 版 社 ( 北 京 市 百 万 庄 大 街 22 号 ”邮政 编码 100037) 
策划 编辑 : 韩 效 杰 “责任 编辑 : 韩 效 杰 汤 嘉 

版 式 设 计 : 霍 永明 封面 设计 :路 恩 中 

责任 印 制 : 乔 字 

北京 机 工 印 刷 厂 印 刷 ( 三河 市 南 杨 庄 国 丰 装订 厂 装 订 ) 
2014 年 5 月 第 4 版 第 2 次 印刷 


184mm x 240mm . 25.25 印张 - 484 千 字 
标准 书号 :ISBN 978-7-111-46233-0 


定价 :49.00 元 
凡 购 本 书 ,如 有 缺 页 . 倒 页 脱 页 ,由 本 社 发 行 部 调换 
电话 服务 网 络 服务 


社 服务 中 心 :(010)88361066 教材 网 :http://www. cmpedu com 
销 和 售 一 部 :(010)68326294 机 工 官网 :http://www. empbook. com 
销 和 售 二 部 :(010)88379649 机 工 官 博 :http :/Awcibo. com/emp1952 
读者 购书 热线 :(010)88379203 ”封面 无 防伪 标 均 为 盗版 


-ee 二 
且 局 





“数学 分 析 ” 是 数学 系 最 重要 的 基础 课 之 一 ， 也 是 数学 系 各 专业 考研 的 必 考 
科目 . 由 于 它 的 内 容 多 、 技 巧 强 、 方 法 灵活 使 得 很 多 考生 在 备考 过 程 中 遇 到 诸多 
疑难 和 困惑 ， 甚 至 产生 了 革 难 、 大 学 情绪 ， 针 对 这 种 情况 ， 我 想 以 一 个 朋友 的 身 
份 和 大 家 聊 聊 ， 也 许 对 你 会 有 帮助 . 二 十 多 年 前 ， 我 作为 一 名 考生 ， 也 遇 到 了 大 
家 今天 所 直到 的 问题 (有 过 之 而 无 不 及 !)， 也 曾 有 过 放弃 的 念头 ,但 在 老师 和 
同学 们 的 鼓励 下 ， 我 咬 咬 牙 挺 过 来 了 ! 因此 ， 我 首先 想 和 大 家 说 的 是 : 要 相信 自 
己 ， 不 要 轻 言 放弃 ， 顶 一 顶 过 了 这 一 关 ， 前 面 也 许 就 一 马 平 川 了 ! 

我 从 事 数 学 分 析 的 教学 工作 已 有 二 十 余年 ， 积 累 了 一 些 教学 经 验 和 教学 心 
得 ， 能 够 体会 到 同学 们 在 学 习 数 学 分 析 中 的 酸甜苦辣 ! 因此 ， 有 了 想 写 一 本 帮助 
同学 们 备考 用 书 的 冲动 . 

在 写 书 之 初 ， 我 曾 多 次 和 考生 座谈 并 发 放 问卷 ， 倾 听 他 们 的 想法 ， 了 解 他 们 
的 困惑 . 许多 同学 真诚 地 提出 了 自己 的 问题 ， 这 让 我 非常 感动 ! 于 是 ， 我 暗 下 决 
心 : 要 尽 我 最 大 能 力 写 好 这 本 书 ， 以 求 能 给 大 家 点 滴 帮 助 . 同学 们 的 问题 归纳 起 
来 有 如 下 几 个 方面 : 1 数学 分 析 概 念 多 、 定 理 多 ， 各 章节 的 内 容 串联 不 起 来 . 
比如 ， 求 极限 有 许多 方法 和 技巧 ， 拿 到 题目 不 知道 如 何 下 手 . 2， 微 分 中 值 定 理 
证 明 题 中 辅助 函数 的 构造 3， 定 积分 的 可 积 性 理论 、 求 不 出 原 函 数 的 定 积分 的 
计算 等 问题 . 4 广义 积分 尤其 是 含 参 变量 广义 积分 ， 证 明 其 收银 性 或 一 致 收敛 
性 是 难点 . 5， 对 于 函数 项 级 数 ， 当 要 讨论 和 函数 的 分 析 性 质 (连续 性 、 可 积 性 
和 可 导 性 ) ， 而 定理 的 条 件 又 不 满足 时 ， 常 常 感到 束手无策 ， 6. 第 二 型 曲面 积 
分 计算 时 的 补 面 、 以 及 区 域内 部 有 奇 性 等 如 何 处 理 ， 当 然 ， 同 学 们 还 提出 了 许多 
其 他 问题 ， 比 如 : 一 元 函数 的 一 致 连续 和 非 一 致 连续 性 的 证 明 ; 二 重 极限 的 计 
算 ; 常 考 的 不 等 式 题 型 及 其 证 明 等 等 ， 从 同学 们 所 提 的 问题 看 ， 的 确切 中 了 数学 
分 析 的 重点 和 难点 ， 当 然 也 是 目前 各 类 院 校 考研 的 重点 . 
同学 们 的 问题 就 是 我 写 这 本 书 的 指导 思想 ， 因 此 我 在 编写 本 书 的 过 程 中 始终 
本 着 如 下 原则 : 不 受 知识 体系 的 约束 ， 坚 持 体系 由 解 题 方法 所 决定 ; 不 去 罗列 教 
材 中 的 基本 内 容 ， 仅 对 一 些 重要 的 、 容 易 混 淆 的 概念 和 定理 进行 深入 、 透 彻 的 讲 
解 . 并 恰如其分 地 阔 述 它们 之 间 的 区 别 与 联系 ， 以 及 使 用 时 应 该 注意 的 事项 ; 不 
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追求 大 而 全 、 艰 而 难 ， 注 重 解 题 思路 的 分 析 和 人 解 题 技 巧 的 提炼 . 

在 整个 写作 的 过 程 中 ， 同 学 们 的 问题 始终 在 我 脑海 蒙 绕 ， 我 常常 问 自己 : 我 
回答 了 学 生 的 问题 吗 ?” 能 给 学 生 帮 助 吗 ? 唯 铠 自己 的 闪失 或 能 力 所 限 率 负 了 同学 
们 的 期 望 ! 下 面 我 想 通过 几 个 例子 来 说 明 ， 我 是 如 何 针 对 同学 们 的 问题 来 安排 书 
中 内 容 的 . 

* 求 极限 的 方法 与 技巧 

在 第 一 讲 中 我 归纳 总 结 了 十 余 种 求 极限 的 方法 ， 并 通过 典型 例子 阐明 了 它们 
的 应 用 ， 在 此 ， 我 通过 一 个 例子 来 说 明 如 何 去 思 考 问 题 ? 

设 数列 |x,| 由 递 推 关系 x,,，= f(x%,) 所 给 出 , 求 limx, 

拿 到 这 个 题目 ， 大 家 会 首先 想 单 调 有 界定 理 . 如 果 单 调 有 界定 理 失效 ， 可 能 
有 的 同学 就 “ 望 题 兴叹 ”了 ! 可 是 大 家 不 要 忘记 : 数列 收敛 的 本 质 是 : 充分 徘 
后 的 任意 两 项 之 间 的 距离 可 以 任意 小 .这 样 我 们 就 可 以 尝试 使 用 压缩 性 条 件 或 柯 
西 收敛 原理 ;如 果 还 不 行 ， 可 以 考虑 使 用 上 、 下 极限 法 . 

另外 ， 如 果 数 列 |x,| 由 线性 递 推 关系 x,，， = px + gx, 1,n = 2,3,… 所 给 出 ， 
其 中 p,g 为 常数 ,x ,x, 为 已 知 . 对 这 种 由 线性 弟 推 关系 所 定义 的 数列 ,我 们 可 以 将 
其 视 为 差分 方程 ,通过 求 其 特征 方程 的 根 ( 即 特征 根 ) , 写 出 x, 的 通 项 公式 ,从 而 可 
求 出 x, 的 极限 . 

* 与 微分 中 值 定理 或 泰勒 公式 有 关 的 证 明 题 中 辅助 函数 的 构造 

在 第 三 讲 中 ,我 通过 对 一 些 典 型 例题 (这 其 中 也 包括 与 积分 有 关 的 题目 ) 
的 分 析 、 讲 评 ， 向 大 家 介绍 了 : 如 何 从 题目 的 结论 出 发 构造 辅助 函数 . 由 于 构造 
辅助 函数 有 一 定 的 灵活 性 ， 通 过 区 区 几 个 例题 大 家 可 能 仍然 无 法 掌握 其 中 的 技巧 
和 奥秘 ! 为 了 克服 这 一 困难 ， 我 又 介绍 了 在 多 年 教学 实践 中 总 结 出 来 的 “辅助 
多 项 式 法 ”这 种 方法 把 充满 技巧 的 辅助 机 数 构造 变 成 了 机 械 地 例行公事 了 . 

* 定 积分 的 计算 

谈 起 定 积分 的 计算 问题 ， 许 多 同学 可 能 对 此 不 以 为 然 ， 会 简单 的 认为 : 只 要 
求 出 原 函 数 问题 就 解决 了 ! 但 是 对 那些 原 函 数 求 不 出 来 或 不 易 求 出 来 的 怎么 办 ? 
通常 的 想法 是 ， 作 自 变量 的 变换 ， 这 种 变换 充满 了 智慧 和 技巧 .在 第 四 讲 中 , 我 
给 出 了 简单 易 行 的 “ 定 积 分 计算 技巧 ”， 解 决 了 一 大 类 定 积分 计算 问题 . 

如 此 等 等 ， 不 再 一 一 五 述 . 

关于 本 书 我 想 再 嘿 呆 几 句 ， 书 中 的 例题 和 类 题 大 都 来 源 于 考研 真题 和 近年 来 
的 全 国 大 学 生 数 学 竞赛 试题 ， 有 些 题目 从 年 份 上 看 ， 是 早 了 一 些 , 但 是 好 的 题目 
就 像 美妙 的 音乐 ， 永 远 是 不 会 过 时 的 ! 在 题目 的 取舍 上 既 要 照顾 到 介绍 思想 、 方 
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法 和 技巧 的 需要 ， 又 要 保证 有 一 定 的 难度 ; 在 讲解 上 由 浅 入 深 ， 妮 娓 道 来 ， 尽 量 
做 到 “平易 近 人 ”. 多数 例题 的 后 面 都 配 有 类 题 ， 并 给 出 了 详 略 不 同 的 提示 ， 这 
有 利于 同学 们 掌握 和 巩固 例题 中 所 学 的 方法 和 技巧 ， 许 多 理论 上 的 讲解 和 题 后 的 
注 记 ， 都 体现 了 笔者 二 十 多 年 的 教学 经 验 和 教学 心得 ， 凝 聚 了 笔者 的 心血 ! 同学 
们 在 阅读 过 程 中 要 认真 琢磨 ， 细 细 品 味 ， 切 不 可 晴 虹 点 水 一 带 而 过 

如 何 进行 考研 总 复习 呢 ? 许多 同学 向 我 提出 这 个 问题 .我 认为 ， 首 先 把 课本 
上 的 基本 内 容 摘 熟 、 搞 透 、 掌 握 了 ， 然 后 根据 自己 的 情况 选择 一 本 合适 复习 的 参 
考 书 ， 对 所 学 的 知识 进行 全 面 、 系 统 地 串联 、 归 纳 、 总 结 、 巩 固 和 提高 ,最 后 找 
儿 套 你 所 报考 院 校 近 几 年 的 考题 试 做 一 下 ， 把 握 一 下 出 题 的 深浅 、 侧 重点 以 及 出 
题 人 的 俩 好 ， 以 期 做 到 对 证 下 药 ， 有 的 放大 . 

如 果 本 书 能 为 你 考研 助 一 辟 之 力 ， 那 将 是 我 最 欣慰 的 事情 . 

天 道 酬 勒 ， 我 坚信 有 耕耘 就 会 有 收获 ， 同 学 们 ， 努 力 吧 ! 成 功 属于 你 们 ! 





























你 的 朋友 : 陈 守信 
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第 一 讲 极 限 


在 这 一 讲 中 ,我 们 将 涉及 数列 极限 和 函数 极限 . 用 于 论证 极限 存在 性 的 概念 和 
定理 很 多 , 像 极 限 的 定义 .单调 有 界定 理 、 柯 西 收敛 准则 、 迫 敛 性 定理 . 施 图 兹 定理、 
泰勒 展开 中 值 定理 (包括 微分 中 值 定理 和 积分 中 值 定理 ) 、 两 个 重要 极限 以 及 洛 


必 达 法 则 等 
一 、 用 极限 的 定义 验证 极限 


Qi 十 da 十 二 Qi 





例 1.1 用 定义 证 明 :(1) 者 lima, = a, 则 lim 


(2) 若 lima, = a,limb,，= 5b, 则 
jm aib, + asb, 1 下 
nm n 


证 明 (1) 由 lima, = 4a 知 , Ve > 0, 导 N >0, 当 nn 宇和 N 时 ,有 


“+a,bi 
= ab. 




















| [< 过 
a, —a 2 
固定 N, , 当 三 N 时 ,有 
a+as 十 二 CT 二 TOQNm 十 二 和 
元 一 化 
la -alt la -alt+ am 一 | law -a t+ la,-a 
一 十 
n n 
M n-N, ,+l £ 
< + “二 
n n 2 
其 中 , M = |o -al+ lo -al+…+ |awi -a| ,对 国定 的 Nu 而 言 , 它 是 一 个 确 
Se i 、 M 
定 的 常数 . 故 对 上 述 e > 0,3NW > Nm, 当 n 宇 N 时 ,有 二 < 于 .从 而 
n 
al+a++a, i i 
2 n 2 2 





n 


(2) 令 a = a+a,b, =5+B,, 则 当 n 一 wm 时, a,,B, 一 0. 于 是 
aib, + Qsb ,i 于 a,bi 
n 


_ (ato)(b+B,) + (at+o)(b +B) + + (at+o,)(b+B) 








n 
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+B, + 十 al +oa + +a 
ts Bp, Bb, 并 访 1 加 
n n 
opB, + QB + 十 QB 





由 (1) 知 ,上 式 的 第 二 三 项 趋向 于 零 . 下 证 第 四 项 极限 也 是 零 . 
事实 上 ,由 w 一 0(n 一 %) 知 , a, 有 界 , 即 存 在 M >0, 使 |a,|<M. 故 
0 < opB;, + Br + + QB <M Bb, Bn [+ e+ IB, | 


从 而 (2) 的 极限 是 ab. 

注 1.1 (2) 的 极限 亦 可 用 (1) 的 方法 来 证 明 . 此 时 需要 将 所 考察 的 差分 三 段 
来 估计 ,请 同学 们 试 一 下 . 

(1) 的 结果 是 十 分 有 用 的 ,利用 它 可 迅速 求 出 一 些 极限 . 





十 














> (0 ， 























1+ 广 + i 
例如 :1. lim 一 
n>% n 
区 
2. lim 3 Le 
7 一 oo n 
,++ 
3. lim 
nm n 
类 题 1 用 定义 证 明 : 
yi (5 li 二 站 (3) lim -一 = 0. 
no NN n?o nl he 
提示 (1) nl 0 1.2.....7-1.no 1. 
n” n nn n nv n 





(2) 对 国定 a, 存在 N > 0, 当 nn > NW 时 ,有 n > |a|, 即 1 全 < 1. 考察 
n 




















a” "i lal” _ lal™ . la| 加 la| Jal or . 1 
nl nl Nol At+l n No! n 
M ( | 
二 一 一 其 一 . 


nm on 1 


(3) Ve >0, 取 a = 二， 由 lim =0 知 ,3N > 0, 当 n > N 时 ,有 0 < 所 < 
nl! 





1， 即 0 < < 2. 


n 


nl! 


类 题 2 设 lima, = a,limb, = b 关 0, 用 定义 证 明 : 


n>% 





.CQ a 
lim 一 = 一 
a 

n 


类 题 3 设 limg(x) =+% ,lim fy) = % ,用 定义 证 明 : lim f(g(x))=% 
(南京 航空 航天 大 学 ). 

提示 由 lim fy) = % ,VG >0 充 分 大 ,存在 充分 大 的 Y > 0, 当 y > Y 时 ， 
有 |f(y)|> CG. 

又 由 lim g(x) =+% ,对 上 述 Y > 0, 存在 充分 大 > 0, 当 x < -和 时 ,有 
g(x%) > Y. 
综 上 知 , VG > 0,3X >0, 当 x <- 和 时 ,有 |f(g(x))|>5G. 

证 明 用 反 证 法 . 假设 lim sinn = a, 则 lim sin(n +2) = ,有 


lim[sin(n +2) -sinn| =21im sinl.cos(n+1) =0， 


(清华 大 学 ,2001). 





即 
lim cos(n +1) = lim cosn = 0. 


1 一 >oo 


lim sin 2n = 2 lim(sinn:cosn) =0， 


n>% n2% 


即 c = limsinn =0, 但 是 1 = lim (cos27m +sin27) = 0, 荫 盾 . 有 lim sin n 不 存在 . 


























类 题 设 = 1 + 村 + 可 + 和 二, 证 明 :limw = + wm (上 海 大 学 ). 
n mo 
提示 。 1x,| 显然 单调 递增 ,只 需 证 明 |x,| 没有 上 界 即 可 . Vn e N,, 有 
1 1 1 n 1 
到 和 三 三 & 
Man Nn Be tntrn 2n 


由 此 ,用 数学 归纳 法 可 证 : wy 宇 1 + > (h = 0,1,2,…)，, 因此 |x,} 没有 上 界 . 


例 1.3 设 数 列 |x,| 满足 lim(% -za) = 0, 证明: lim 一 一 = 0 (四川 


大 学 ). 
证 明 当 n > N 三 2 时 ,有 
Wn — nt =[(x 一 oa) + (Kaa — Xn4) 十 十 XN -2 或 x 1] 一 
[(xz ii — Xi3) + (Kis3 — Kas) + e+ NN -2 或 Xn-1 ， 


共有 fh No 和 此 1 项 (wa Wi 及 土 (Xi Xi 2 ) . 


由 题 设 , Ye > 0,3N > 0, 当 n 之 No 时 ,有 |x, -和 |< 广 , 于 是 有 








由 


n-N+l ee |xwilt |xn.,| 
< + » 
n 2 n 














Nn 1 
< 2. 


人 [wn |+ | 二 | 2 ee 二 
取笑 当 大 ,可 使 一 ”< 全 从而, 当 nn 适当 大 时 








二 、 用 单调 有 界定 理 证 明 极 限 的 存在 性 


例 1.4 证 明 数 列 a，= Ye > 0,a,,， = Vc + a, 的 极限 存在 ,并 求 其 值 . 
证 明 显然 [a,} 1 ,下 证 |a,| 有 上 界 . 


=Vc <yc+l1, 














设 oa， < +1, 则 
= Wec+a<wvVc+vc+l < ce +1， 
即 |c,}| 有 上 界 we + 1. 
由 单调 有 界定 理 , | a,1} 的 极限 存在 , 设 lima, = a. 在 qi, =c+a, 中 , 令 n 一 % 


得 = c+ a, 解 之 ,得 





. (1 + VT + 4c). 
例 1.5 若 1a,) 1 和,15,1 , 且 lim(a -5,) = 0, 证 明 lima,,limb, 都 存在 ,并 
且 相 等 (南京 航空 航天 大 学 ). 
证 明 由 lim(a, -4b,) =0 知 , 导 N,，>0, 当 nn 三 入 时 ,有 


-1 <a, -25 <1. 
由 此 知 ,wo < +1 近 六 ,+1 近 过 名 +1, 即 ja,) 有 上 界 ; 
1 > 





0 


a -1 三 … 宇 ay -1, 即 |b,| 有 下 界 . 
由 单调 有 界定 理 ， lima,, ,1 limb, 都 存在 . 由 lim(a, -5b,) = 0 可 得 . lima, = limb, ， 
即 两 者 极限 相等 . 


例 1.6 设 |a ,| ,1 | 均 为 正 整 数 数列 ,ww =b, =1,a, + =(ao + 
5 )2. 证 明 : 数列 | “| 的 极限 存在 ， 并 求 该 极限 值 (南开 ). 








解 ” 当 n=2 时 ， 由 | a,| ,15,| 均 为 正 整 数 数列 ,利用 已 知 的 递 推 关系 式 可 得 
a, = a +3b, b, = 2a,1b,, 
. Ca 3b,. 
进而 有 0 


记 w = 完 , 则 上 式 可 化 为 @, = + 二 由 此 易 得 a, =2 
n n-l 











V3, 这 表明 数列 | a | 有 下 界 . 
1 3 _1 1 








另 一 方面 ,= 二 + < 了 + 了 =1, 即 a <a.1, 这 表明 数列 |a 


2 
Oi-1 2 20 1 2 





递减 , 由 单调 有 界定 理 ,lima, 存在 , 记 为 w 在 w =2- + 元 两 边 取 极限 ,可 


2 





得 = + 元 解 之 得 ww- 他 





例 1.7 设 wm = ws = 了 一 (n = 1,2,…). 证 明 数 列 | 
极限 . 


证 法 1 假设 jx | 的 极限 存在 ,并 设 为 4, 则 4 = Ti 1 


4=-1+ 呈 因为 > 0, 故 4= -1l. 











es 1 1 
中 = 一 : 。 
有 有 %， < A, 则 | x, 2 + XY, > 2 +A A; 
知 x >4, 则 > 三 -a < | = A. 
中 ， "1 2+x, 2+4 


由 x = > 4A 知 ,x > 4, 而 x,, < 14. 
下 面 将 证 明 : {x ,1 44,1x,1 14. 事实 上 ， 
1 1 








和 = —x 
n+2 n 2 + Nl n a 1 n 
2 十 区 
2(1 -2x, —x;) 
520， 


而 1 -2x -x = 0 的 根 为 x =-1+ 上 v2, 故 





2(1 + +x,) (RR-1-x,) | >0， 若 x， 
N+2 一 和 mn 一 


5 + 2X， < 0， 车 x， 


xos| 了 以 A 为 上 界 , |x 以 4 为 下 界 , 故 它们 的 极限 都 存在 ,分 别 设 为 a， 














B. 由 
1 
Te 二 及 mo 中 2 
取 极 限 可 得 
1 1 
和 


,| 收敛 ,并 求 其 


< 4， 
> 4. 
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X 十 2 
和 十 1 


fw,) (n= 0,1,2,…) ,求证 limx， = (浙江 大 学 )， 
注 1.2 下 面 介绍 一 个 有 用 的 命题 . 设 数列 |x,| 满足 压缩 性 条 件 : 
多 klx, -x,1|(0 <k<l1l; n =2,3,.…), 


类 题 设 f(x) = 





数列 x,| 由 如 下 递 推 公 式 定义 :x。= lx = 











ntl ~ YX 
则 1x 收敛 . 
这 个 命题 的 证 明 ,用 柯 西 收敛 准则 不 难得 到 . 
证 法 2 注意 到 x，> 0 ,我 们 有 
|x, | | 1 
EA 一 %n | = (2 +x,)(2+x,) < 4 |x, Yl |. 





由 命题 知 , limx, 存在 ,在 已 知 的 等 式 x,,，= 二 两 边 取 极 限 , 合 去 负 值 , 可 得 








2+%, 
limx, = V2 -1. 
二 c(1 +%,) 
例 1.8 设 c>0x =a >0,x, = en = 1,2,…) ,证 明 :limx，= we. 
证 明 由 
_c(c—1)(x,—%,1) _ (c=1)(%, =%,1) 
Xpn+l ~ Xn = (c + X,1)(c + %, ) c(c + %,1) + X,(c +TX， 1) 
利用 已 知 的 关系 式 w(e + %, 1) = c(1 + w-i) 可 得 
c(c—1)(x, — 2 1) (c —1)(%, -x1) 
bg bg 





n+l n 


下 cCc+X 1) +c(L+x 1) 了 (c+x ii)+(L1+x 1) 
注意 到 x, 三 0, 由 上 式 得 














由 = 
Nntl Xn -| Nn — x | nn 二 2. 
易 见 ， < 1, 由 命题 知 ，limx, 存在 . 在 已 知 的 关系 式 两 边 取 极限 可 知 
limx, = wc 
Ac = | C 十 %n 。 
简单 推论 设 c >0,x, =a >0,x,, = 二 (=1,2,…), 则 lmx，= wc. 
Nn n>% 
证 明 令 y, = 二 , 则 有 
和 
(年 
Yar = n= 1,2,.…. 
C 本 


由 例 1.8 知 , limy，= 二 ,从 而 Him， = 


n>% 
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类 题 1 设 x,,， = 。 (x! > 0 为 已 知 ) , 求 limw， (南京 大 学 ). 

类 题 2 设 o = 0,o = (n 之 2) , 求 lima, (南京 大 学 )， 

类 题 3 〈 斐 波 那 契 (Fibonacci) 数 列 ) 设 w = w > 0,a,,, = a ,+a(n=0，, 
1.2 ,….) ,证 明 :lim + 1 


= Cn 
提示 “ 令 6， = 和 则 有 


n 


1 





站 


n b (n = 1 2) 


n-l 














D 一 
由 bn el 一 Fp 一 ,利用 bb = bi +1 可 得 
w= 
15, bi | 
| 6, n b,j +1] 
又 由 六 > 1 可 得 
1 
bun 二 b, s b, bi |， 











故 limb, 存在 . 

类 题 4 设 wo = V7 ,xi = V7 -V7, 定义 : 

Xi = AT- VI tin =0),1，…… 

证 明 :数列 {x, | 收敛 并 求 其 极限 . 

提示 设 f(x) = V7- V7+x, 由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 有 

f(x) -2 = f(x) -A2) = f° (6€) (x -2), 

其 中 ,在 x 与 2 之 间 . 

由 于 0 < x, ,所 以 可 限制 0 < x < V7, 此 时 & e [0,7]. 于 是 ,有 











1= | A ! ee 
EN 
和 lx -21= [fx,) -2|< olx, -2|， 
故 [x -2|< 0 |x -2), rn -2 和 ao -21(k = 12，…). 
从 而 limx, =2 


下 面 看 一 个 与 欧 拉 和 常数 有 关 的 数列 . 


例 1.9 设 b =1 + 二 + 本 + 要 + 二 n, 证 明 数列 1 | 收敛 ( 北 师 大 )， 
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证 明 因为 























1 n 1 n+l Ne 
和 和 全 年关 = (请 同学 们 自 证 ) ， 
n n 
所 以 Si 
nt+l n n 
上 1 1 n+l 、 
于 是 -0， = -ln(n+1)+lnn = — ln <0, 即 146,1 单调 
" nt+l nt+l n 
1 1 
又 b, =1++o+…+— -nn 
3 n 
3 4 n+l 
>in 二 +in 7 +n 3 + In 本 一 /7 


=In(n+1) -Inn>0, 即 {1b 上} 有 下 界 0. 


n 


由 单调 有 界定 理 , 45,1 的 极限 存在 , 记 为 C( 通 常 称 为 欧 拉 常数 ). 


n—l 


类 题 1 设 = lna,a >0,s, = > ln(a — S81) ,nn =2,3，…… 
Ah=1 


证 明 : lims， 二 :可 二 由 
提示 “利用 不 等 式 lnx 和 xx -1 (x > 0), 证 明 ln(o -s,) 有 意义 . 
当 丰 = 工时 , a -si ~=a-lna >0. 
设 大 大 交 时 ,有 au -s， >0 即 jn(a -s,) 有 意义 ,于 是 ， 
-5s, = ln(a-s,) a-s,-1, 
所 以 s, ,三 a -1, 即 ln(c -s,,) 有 意义 上 且 |s,) 有 上 界 . 
由 s,m 一 5s = In(a -5,) 宇 In(a (a-1)) =0 可知 , {5,} 1. 由 单调 有 界 
定理 ， lims, 存在 . 易 见 lims, =a-l1. 





县 

















sie s 1 1 、 
类 题 2 设 % = 1 + 二 + 和 + 天 -2 = 1,2,… 证 明 : {x1 收敛 
2 Vn 
一 1 
提示 由 x,， 二 -2( n+ -Vn) 
站 
1 2 
n+l n+1+wn 
< Ue =0， 
n+l 2 vn+l 
知 1x, | | 
又 由 二 >2( Var 了 -i) 可 得 
n 


>2[(2-1)+(3-D)+…+Ov+T -VD)]-2w 








一 讲 极 限 
=2( n+l-Vn) -2 >-2, 
这 表明 |x,| 有 下 界 . 
三 .用 人 迫 敛 性 定理 求 极 限 
例 1.10 证 明 : lim = = = 0. 
证 明 n=1.20… | 于 | (| 到 | 

















(2) = (至 疙 ，。 为 偶数 ， 


2 
nj /ny 
(全 ) ”= ( 刀 ) ,n 为 奇数 ， 


rn [二 = (n—™> %). 
n 


例 1.11 设 a,b ea ee a, 和 5b, 的 定义 为 : 


as dx = 2,3,.…, 





故 


minla Qidx =2,3，… 


人 
证 明 先 证 明 |a,1 ,1 是 有 界 数列 . 当 n=2,3,… 时 ,有 
本 1 dx > | xdx = 


于 是 , 当 n=3,4,… 时 ,有 
= | maxl bs ss a < | ma 人 ,x dn = 


1 
2 
1 1 
0，= 和 三 | min{ 5,}dx = 





由 此 可 见 , 当 n=3 时 ， <a,< 人 


8 8 ”2 
青 给 出 |a,|， 是 当 n=3 时 ,有 
x} dx 本 max|b, ,x| rf max|b, 





= max| {5b 


Cn+l 有 9 


s 


dx 
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= [Bd + | dx = 1 + (1) 

一 3 DH 

bi =J min| | ac ,xz dx sh min|a,,x} dx + min | 
1 

1 2 ， 

| xdx + | wd = au Fn (2) 
从 式 (1) 式 (2) 中 消去 4b, ,可 得 
1 1 1 

Casl 三 p> 中 3 (a 六 ,二 3 ,4，… (3 ) 


最 后 研究 lima, ,lim, 的 存在 性 


ee + (>- $x) ,re [3 ], 由 /PCz) =xG -#0) (1-3*)>0. 


由 此 可 知 ， 无 论 a, 宇 ay ,还 是 a, Say ,数列 | yy | 均 单调 有 界 ， 因而 极限 limo>, 存 在 ， 


记 为 Ai. 
同 理 可 以 证 明 , lima,,, 也 存在 , 记 为 4. 





由 式 (3) 可 知 ,4 ,4, 应 该 是 方程 <= 圳 + 二 -地 *] 在 [二 ,名 ] 上 的 两 个 实 





2 
根 . 注意 到 x = 十 3 (>- 2 Ox -4x +4x -8x+4=0, 而 


x — 4x +4x -8x+4 = (x -44x +2x) + (2x" — Bx +4) 
=x (x -4x+2) +2(x -4x+2) = (x +2)(x -4x +2), 


所 以 ,方程 六 一 4x? +4x? -8x+4= 0 在 [二 二 | 上 的 实 根 ， 就 是 方程 如 -4x +2 =0 
在 [元 , 襄 ] 上 的 唯一 实 根 x=2 -YZ 这 表明 4 = 已 =2- ,从 而 lima, =2 -他 
再 由 式 (2) 可知, limb, =\2 -1. 























例 L12 设 a =L 3 0 ,(1) 求 lima,; (2) 求 lim 人 /a 
n 2.4. (27) n 
3 5 2n-1.2.4.56 

解 (1) 由 于 mu = 过 4 0 2n “3 35 7 “an ,所 以 

y ee 2n 1 
0 二 < . .a . . 0. = 

人 ( 4°56 2n )(3 5°7 元 和 28 +1， 

故 
Vl 
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本 所 _3 .5 ro .2n-1 I 日 也 
CO “2n -2 ”3n 得 Yr > 本 Yan 
男 一 方面 ,由 式 (1) 可知 , Va < 元 一 一 联合 以 上 两 式 , 有 -二 < < 于 一 一 
Man ml an Oe 
由 迫 敛 性 定理 ,lim wa, =1. 
例 1.13 求 极限 im 人 二 一 (数学) 
Won +n+l n +n+2 n +n+n 
解 记 G = . 7 = 于 则 
n +n+t+l nn +n+2 n +n+i+n 
ll+2+:.…+n 1]l+2+.…+n 
| 6 
n +n+n n +n+l 
1) n(n+1) 
有 和 
2(7 +n+n) 2(n +n+1) 
1) n(n+1) 1 
而 jm +1)  _ Sl、 
2 +n+n) 2 二 二 2 
故 lm6 = 二 


类 题 1 求 下 列 极限 
> pl 


(1) lim 二 ; (2) lim = 
en nl 


no% n>% 





$ 


(3) lim[ (n +1)"-n"|],(0 <a < 1). 


5 5 5 
是 示 (1)0 < 人 <= 一 
提 ( ) e” ph (1+1)" 





3 
n n 


1 2 6 < 
1+C+C + 二 C++ 二 CC， 





”0 


(2) 因 为 n! < Sy <(n-2):(n-2)l+(n-1)!l+n!l <2.(n-1)!l+nl, 


p=1 


所 以 gl 
(3) 因 为 a -1 <0, 所 以 (1+n)”” <n” i, 故 (1 +n)”<n” (1l1+n) = 


1 + ,BIO < (1 +n)"-n" < me 一 0. 
类 题 2 (1) 夺 a ,ao ，…aw 为 m 个 正 数 ,证 明 : 


n 
二 n n n 
lim Var +a;y + +a” = maxlaly da)Q 


m 





m 9 
7 一 oo 
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(2) 求 极限 lim /i+w + ( 守 ),(x 二 0). 


提示 (1) 记 6G = max| a ,0 ,…,4,|, 则 





GCG< Va ta t+ta < VmO" = YmG, 
由 迫 敛 性 定理 可 得 结论 ; 


] ， 0<x<1, 
(2) 由 (1) , 原 极限 = | 和 
max{x, 和 S|} x 三 1 
2 
| 0<x <1, 
_ jx， 1 <x <2, 
= 2 
了 了， X 二 2 


类 题 3 设 6 满足 :B+2@B, + 二 =0(n=1,2,…). 求 im,( 解 放 军 信息 工 
程 大 学 ). 

提示 “由 已 知 条 件 ,有 更 (一 +2) = -二 ,n=1,2,…. 由 此 可 知 ,B, <0, 即 
{ 理 ,| 有 上 界 . 

再 由 已 知 条 件 ,可 得 


(8 2 


n(n+1)’ 
由 此 可 知 ,| ,| 单调 递增 , 故 lm 更 , 存在 , 记 为 9, 在 所 给 的 等 式 两 边 取 极 限 

可 得 :ws +2p =0. 由 1G .1 的 递增 性 知 p =0. 
+b 2a 


ntl D,) (PD, 和 DD,, 


+ BD +2) 一 n = 1 2，…. 


b 


n-l 




















例 1.14 设 a >6 >0, 且 a, = 2 2 b= (n=2,3,.). 
| + bi 
证 明 数 列 | oj 、{2,1 的 极限 存在 且 都 等 于 Yaib,( 北 师 大 ). 
证 明 显然 , o ,六 > 0 且 
Cn 之 Van 10， 1 三 b, (n = I 2 ): 
二 Cn-l 二 bi Cn-l 二 Qn_1 .> 二 2a，10， 1 
由 Cx 二 2 < 2 = Qi 知 ， | ao, 9》 由 b, - a 于 D 三 
2 bb 
3 一 Di 知 ,10 | | 
a 


又 由 a, 三 4, 三 4b, 宇 … 宇 b) 知 ,1a,) 有 下 界 ， 
< 三 … 三 a 知 ,15,) 有 上 界 . 


A | ; i 
由 单调 有 界定 理 ， lim 全 “三 a, lim 0 = 都 存在 .在 c， = 2 + 两 边 取 极 
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限 可 得 , a = /. 
再 由 a,b, = a bi 可 推 知 a,b, = aibi » 取 极 限 可 得 a 一 b 三 aibi ‘ 
四 、 用 柯 西 收敛 准则 证 明 极 限 的 存在 性 
例 1.15 方程 x = m+esinx (0O<e<1) 称 为 开 普 勒 方程 . 车 wo = WW 汉 


m+eésin xo,* ,NX, = m+ ésin xX,,", 则 数列 {x, | 收敛 . 设 lim x， 三 芝 ; 则 & 是 开 





9 n 


普 勒 方程 的 唯一 解 ( 即 & = m + ssin &€), 亦 称 为 方程 的 不 动 点 (复旦 大 学 ). 
证 明 考察 





























人 和 MX% 十 % 
wor — Xs |= elsin x, -snx il|=2e| sn 一 一 | |cos— 3 
<elx, xl" Se |x, -|, 
于 是 ,对 任意 的 自然 数 p, 有 
EA Xn | 三 |x,,, 加 Nrp-l |+ [vip a Nnrp-2 | 0 2 Nn 


w= 


< (ee? ET 十 十 En) |x, —%i | 
gl 
1l-e 
由 柯 西 收敛 准则 ， {x, | 收敛 . 知 设 Jimx， = &, 在 方程 x， = m +eésin %,_ 两 边 取 极限 
可 知 ,é 是 开 普 勒 方 程 的 解 , 即 é& = m + esin &. 
下 证 :唯一 性 . 
若 7 也 是 开 普 勤 方程 的 解 , 即 ?7 = m + esin n, 则 
Ig -nl=elsiné -sinn|s elé -7 
由 0 <@ <1 知 , lg -7n|= 0, 即 € = m. 这 表明 是 开 普 勒 方 程 的 唯一 解 . 





Cr) 











? 





例 1.16， 用 柯 西 收敛 准则 证 明 :* =1- 工 + 工 ++(_UDc 工 收敛 

















之 3 n 
证 明 当 适当 大 时 ,对 任意 的 自然 数 p ,有 
wry — ,| 
= a n+2 1 _ n+3 1 Po n+p+l 1 
C= ee 1) nri2T 和 | 
= 1 _ 1 有 _To 1 
n+t+l n+i2 t=) | 
1 - (一 = 1 1 | 
n+l 下 丰年 3 n+4 n+5 中 二 床下 计生 六 
或 +2! 
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1 1 2 2 
< < 
nt+l n+p nt+l n 


Vs >0, 取 N= [人]+1, 当 n> NN 时 ,Vp 为 自然 数 ,都 有 





? 


[wi x, | < 2. 


由 柯 西 收敛 准则 ，!x, 上 收敛. 
类 题 1 用 柯 西 收敛 准则 证 明 下 列 数列 发 散 . 
(1)a =1 + + 


1 1 1 
0 


提示 “数列 |x,| 不 满足 柯 西 收敛 准则 ”的 正面 陈述 是 . 3e。> 0,VN > 0， 
jd no ,mo 三 N, 使 [x 一 和 mo | 三 20. 


(1) 取 e = 六 >0,YN >0, 取 m = 2N,mo = N, 则 有 





Se i .1 _1 
[a -aml= WTt + 下 2N 2 
(2) 用 不 等 式 lInx < x (x > 1) 易 证 . 
类 题 2 判断 题 ; 数 列 ia, | 收敛 的 充 要 条 件 是 : Ye >0, 3N >0, 使 得 当 n >N 
时 , 恒 有 |a,, -a, | <e. (正确 的 说 明理 由 ,错误 的 举 出 反例 ) (华东 师 大 ) 
1, 若 nn 不 能 被 3 整除 ， 
是 示 该 论 出 得 四 察 关 :Qa, 二 ” ， 、\ A 比 2 现 
提示 ”该 论断 不 正确 . 考察 数列 : a， 2 若 刀 能 被 3 整除 . 不 难 发 现 ， 
|a | 满足 :Ve >0, 3N>0, 当 n>N 时 , 恒 有 |a,, -a, | <e, 但 数列 jc 不 收敛 . 
五 .用 施 图 兹 定理 求 极限 
为 方便 起 见 ,我 们 不 加 证 明 地 将 施 图 兹 定理 叙述 如 下 : 
施 图 兹 定理 设 1y,} 是 严格 单调 增加 的 正 无 穷 大 量 , 且 


lim 二 人 = a (a 可 为 有 限量 ,也 可 为 +o 或 -oo)， 
Pe yn i 





则 lim > = a. 
注 1.3 施 图 效 定理 在 处 理 一 类 复杂 数列 的 极限 时 ,非常 方便 ! 
例如 ,在 例 1.1(1) 中 , 若 令 x， = ww + a; +… +a,y = n, 可 立即 得 到 结论 . 


例 1.17 求 极限 





k k 天 
im 
nm 用 


k+l 
一 oo 
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n 


解 邻 x = 1° 和 十 …， + nt,y, 三 nt!, 由 
天 











站 Mn 一 Nn-l Li n 
TI = k+l 
Rt yn = Yn-l we Ey (n 1) 
= lim 二 
rz (k+l)n -Con + k+l 


可 得 原 极限 = 一 
二 1 
注 1.4 本 例 也 可 用 定 积分 的 定义 求解 . 
事实 上 , 取 /(4) = 地 ,将 和 式 > 二. (三 ) 看 做 是 /(x) 在 [0,1] 上 相应 于 
等 分 的 积分 和 即 可 , 即 


了 
a 


由 此 可 以 看 出 ,用 定 积分 定义 求解 本 例 ,不 要 求 天 为 自然 数 ,只 要 求 上 > 0 即 可 . 
> ht! 


例 1.18 设 a eR, 求 lim 生 ! 


1 一 >oo 





n 


n > je 
| 
n 


解 记 x, = jy = n》 庆 一 wm (n 一 w). 由 施 图 效 定理 ， 














人 =1 
a+l 
lim 一 = lim 一 (n+1) 
J S++n+1)" 
i 
0 a 三 -1, 
= lim ， Qa >-1 
7 一 >oo n Q+ a 
一 一 | +1 
人 了 
0 ， a -1, 
| ， a>-1 
[wrdx +1 
0 
0 ， a 三 -1, 
=- Ja+t+l 
一 一 一 一 1. 
a+2’ 人 人 


Xi 十 2X， 十 …' 十 nx 





“, 知 limx，= a, 证 明 . 


米 题 ” 设 基 
类 题 ~ n(n 二 1) n>% 
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(1) 当 4a 为 有 限 数 时 ,limy，= a (2) 当 a =+o 时 ,limy, =+ %. 


(上 海 大 学 ). 


例 1.19 对 于 数列 m = a (0 < a < 工 ]),o = sin wi Cn = 1,2,.) 


证 明 ;(1) lim%。= 0; (2) lim /3%。= 1 (复旦 大 学 ). 


证 明 (1) 由 不 等 式 0 < sinx <x (x E 0, 于 时 ) 知 ， ix,| 单调 递减 且 
有 下 界 0. 由 单调 有 界定 理 , lim x, 存在 . 车 记 为 &, 则 & e [0,3} 在 等 式 x，= 
sin %,_1 两 边 取 极 限 可 得 & = sin& 注意 到 的 范围 知 & = 0, 即 lim % = 0, 

(2) 考 虑 nx = .分母 单 调 趋 向 于 + w ,由 施 图 兹 定理 ， 





























1 
和 
n-(no-1) 1 _ Xn-l " SIN %n-l 
1 1 1 __1 x»! — Sin w, 
2 i 2 
而 SinX% 1 % 1 
ER 0 
上 式 右 端 是 地 型 的 不 定式 ,将 其 换 成 连续 变量 i, 使 用 洛 必 达 法 则 ,有 
2 ，2 4 3 3 
.tsint i t 4t (C27) 
l =1 = lim = 
和 刀 — sin’t a 1 — sin’t L021 -2sintcost do01- (sin t cos 1)" 
2 
= lim 0 = 3 
一 0 2sin’t 





再 由 海 涅 定理 知 ， limmar =3, 即 lim /3 三 


no 


a 1 1 1 、 . 

< 是 1 设 S 二 一 |1+ 一 +…+ 一 | 求 limsS () | 
类 题 1 设 5, 二 | 万 后 | 求 四 ,( 浙 大 ) 
答案 2 


类 题 2 设 0 <x <1,x = x,(1 一 x,),n = 1,2,…. 证 明 : 


了 ”和 二 


Cy Jimx， =0s (2) limnx, = 1( 北 师 大 ). 


提示 (1)0 < wx, 人 - 二 ， 即 0 < x， < 元 
(n =2,3,…). 且 由 0 过 全 =1-x <1 知 ，|x， | . 由 单调 有 界定 理 ， limwx, = 


x 存在 , 易 知 x = 0. 
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(2) 由 施 图 效 定理 ， 
Mo 
1 1 Xn-l 
= lim(1 ~- x,.1) =1. 
六 、 用 泰勒 展开 求 极限 


例 1.20 设 Ax) = 全 (+ 二 Jan 了 dz >0) ,来 nf) ,sm 二 (解放 军 
x t n—>% n 
信息 工程 大 学 )， 





解 令 w = 工 , 则 由 =- 二 du， 
A u 


joy sa le 





因为 


3 5 

< 他 Uu 5 

Sin = Um- -+--+o(u 
31 51 tw ), 


所 以 





2 
加 u 2 + 
3 6 +120 + ) (uo0 ); 


记 g(w) + (1+ 于 ,对 国定 的 在 [十 , 士 ] 上 应 用 第 一 一 积分 中 值 定理 ,有 
A) -25(6) 于 -二 + 区 +oe)ja， 


其 中 名 < [元 ,上 通 通过 计算 可 得 





六 =20(E) (Wirt | + o( 二) a 








6 Wn 
1 1 5 
故 lim)sin T= lim [2e(,) (~ a 四 
类 题 设 limx"( x +1+Vx -1-2x) =B, 其 中 B6 关 0,% , 求 a,B( 复 旦 


大 学 ). 
提示 作 泰 勒 展 开 式 ， 
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Xe( Vi +l+ Vx -1 -2x) 
1 1 
= [zf + 三 ) +x(1 -三 }) -2x| 
x 
_ a 1 1 1 
三 并 [> + 一 +ol 5j+x By Bo +o( 广 )-24] 
a 1 
| 
=- -+ (x 一 + oo ). 
要 站 二 了 : 拔 起 =- -元 +o(D) 一 -地 = 


例 1.21 求 极限 limnsin (2me ' nl) (河南 大 学 )， 


1 1 


0 
已 





解 因为 6 141 和 二 s+ (0<0<1), 











21 nl (n+r1)! (n+2)! 
所 以 27en! = 2TN + < 下 + o[ 工 ) ,为 正 整 数 ， 
n+l n 
从 而 nsin (27en!) = nsin (2mw 十 和 十 dl) 
n+l n 
四 27 1 ) 
= nsin (- + +ol( 二 | 一 2T(7 一 oo ). 


类 题 求 下 列 极 限 
(1) limsin Vn +l17n; 
提示 CD | 


(2) limntan Mn” + 17. 
|sin Vn +1T -sin | 











Vn +1+n . Mn +1l-n 
2cos T* sin 
和 2 2 
0 Vn +l-n 和 (Vi +1 -7 而 
2 
= 下 一 0 (n—%) 
Vn +1+n 
或 利用 泰勒 展开 式 . 
年 
因为 wV12 +1 = nfl | 二 n[1 + 二 +o( 三 )]， 
7 2n n2 


所 以 [a VR rl | 


sin( 


证 
n 一 +0 
2n 





上 
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-con 区， 
= sin( 工 +o( 工 ))- 江 一 0 (n—%) 
(2 ) ntan Vn +1T = ntan( 以 吕 2 此 1 二 n)m 
= ntan w ~n ww pe (n > oo ). 


Mn+tl +n AP +l1+in 2 
(2) 间 也 可 用 泰勒 展开 式 求解 ,请 同学 们 试 一 试 . 


例 工 22 求 极 限 lim tan( tan x) 三 sin(sin x) (中 科 院 ). 


tan x — sin x 
3 3 


解 由 tanx = % + + 0 ),sinx wow ), 








总 
可 得 tan(tan x) = tan (x 于 时 十 ow) ) 
x x 
=%+3 +o() + +o(x) 
Sg o(x’ ) ， 
3 
EE 


sin(sin x) = sin (x 一 二 十 om) | 


3 


3 
es - et 


6 


-3 J 


定妆 之 六 + oO(x ) —x + +o(x) 





于 是 , 原 极限 = lim | 
+ EE + Oo(X ) —x + GY +o(x) 


_ Jim + ox) 
= lim 和 
eS 


= 


类 题 1 求 lim a +sin2x) -6( /2 — cosx - 1) ] (北京 大 学 ). 
提示 用 泰勒 展开 ， 
由 sinx = [> -各 +o(e)] ,可 得 


ln(1 + sinx) = wx — 3 + o(x’). 
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(| 
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3 2 
VI cosx = /1 +2sin >- = 1 Fe -ee + 0(x’). 


由 此 易 得 原 极限 = - 方 . 








类 题 2 求 lime” (1 + 十 ) (中 科大 ). 


1 x -x 
E 十 二 要 xdln(1+) -1] 


x|x[ 73+0(-3)] -1| ls 
= 一 e 2 (x—+%). 











类 题 3 若 了 泡 数 f(x) 在 
lim[1 an 
提示 由 lim 太 于 2%) =1 知 ,f(x) = x + o(x) (x 一 0), 故 


1+ VA: Ka - [L+(x +o(x))] (xz 一 0). 














类 题 4 求 Im 于 人马 So 
提示 由 0 < 上 到 a 和 cos2t 过 1, 所 以 

1 _ 1 一 cos21 一 1 

4P 2 4 4 

于 是 ,有 
1 Se one 1 

由 夹 逼 定理 可 知 , 原 极 限 = 工 
七 、 用 中 值 定理 求 极限 


例 1.23 求 极 限 lima [sin In(1 十 二 )- Sin nl 十 荆 )] 


解 取 f(1) = sin ln(1 +1) ,对 f(1) 在 二 与 二 所 构成 的 区 间 上 应 用 拉 格 肯 日 
中 值 定 理 : 


sin In(1 + 二 )- sin In(1 + 二 】 


Xx 
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= [sinln(1 +7)]’ .2. 
ti=€ 0 
= eos In(1 +6)， 其 中 E 在 二 与 二 之 间 
i _ 
于 是 , 原 极限 = Timx 二 | (1 +£) =2, 
本 例 亦 可 用 下 面 的 做 法 . 


原 极 限 = limxsin ml1 十 3)- limxsin (1 队 | 
名 和 这 
La -ma 11] 


三 I = 
x % pp 


X00 ba 一 >oo 


注 1.5 这 种 做 法 的 前 提 是 分 开 后 两 项 的 极限 都 存在 . 此 外 ,我 们 还 使 用 了 无 
穷 小 量 的 等 价 量 蔡 换 . 
类 题 1 limx [ln arctan(x +1) - ln arctan x]. 


提示 原 极 限 = 二 . 


TT 


类 题 2 计算 极限 lm 一 s 一 (苏州 大 学 ). 
提示 “用 微分 中 值 定理 或 泰勒 展开 . 答案 1 


例 1 24 求 极限 lim | x* WoT3d 





解 由 第 一 积分 中 值 定理 , 原 极限 = lim VE+3 .| wd 





二 


n+l 


本 例 亦 可 用 人 迫 敛 性 定理 求解 ,请 同学 们 自己 完成 
八 、 两 个 重要 极限 : 洛 必 达 法 则 
第 一 重要 极限 : lim sax = 1 可 理解 为 lim Sa = 1; 


第 二 重要 极限 : lim (1 + 了) = e 或 im(1+*«)* =。 可 理解 为 lim (1+ 二) = 



















































































下 


e 或 jm(1 + 口 ) = 。, 其 本 质 是 (1 + 无 穷 小 ) PT 
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洛 必 达 法 则 是 处 理 不 定式 极限 非常 有 效 的 手段 . 但 它 只 能 直接 用 于 站 型 或 


型 的 不 定式 ,而 对 于 0. o 、w 0" 1 及 om -om 型 的 不 定式 必须 通过 变形 化 成 





lo 8|18 


或 全 型 的 不 定式 后 方 可 使 用 洛 必 达 法 则 . 对 1 型 的 不 定式 亦 可 考虑 用 第 二 个 
重要 极限 来 处 理 . 

在 求 不 定式 极限 时 ,常用 无 穷 小 量 的 等 价 量 替 换 ( 仅 限于 乘积 或 商 运算 中 使 
用 ) 来 简化 运算 . 


当 x 一 0 时 ,x ~ sinx ~ arcsinx ~ tanx ~ arctanx ~ln(l1+x)~e -1， 
1 ~ cosx ~ 3 ,(1+x)" -1~oaxo -1~wxlna, 其 中 4 >0 有 a1,az0 


为 常数 . 





[Dr 
> 9 0n=0 2"(2n +1)! 2 
例 1.25 求 极限 lim 

x_0+ x ( /AL +X 一 en) 
解 先 求 级 数 > (- 1)" 元- 二 一 之 和 


2"°(2n +1)1 


» - em 加 
天上 ,> ( 1) ny fe el ) 


= in 厅 ， te(—-%,+o%). 
注意 到 
“(Mrx-e)=#|( + +o(z))j- (1 +x+o(z))] 


Ee (x —0°), 








3 
我 们 有 
x 2 
| V2sin at — - V2sin 和 —Xx 
原 极限 = lim 一 i 
x—0+ 之 4 x—0+ a 8 3 
3 3 
cos 二 -1 一 (各) 
本 2 im 2 1 
= lim 一 一 一 一 = lim = = 
x 0+ 一 8x 0+ — 8x 32 


例 1.26 求 极限 jimx "(同济 大 学 ). 
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解 ” 先 求 limx 为 此 令 y = x*, 取 对 数 得 lny = xlnx， 而 





1 
ja i i 二 = lim(-x) =0， 
x— 0+ x—0+ 1 x—0+ _1 x—0+ 
X x? 
故 limx” = 1 
x—0+ 


再 令 z = x “, 则 Inz = (x” -1)lnx. 


而 lim(x -1)lnx= 2 = = jim * Cx +1) 
x—0+ x—0+ 1 0 1 








ln x ln2x 
=— limx' (ln x +1) .xln2x 
x—0+ 


= limx(ln x +1)ln2x. 
x—0+ 


由 于 lim Vxln’x = lim Inx = lim 


一 吉 二 w+ 为 -二 


Vx 2%7 











1 
二 = -4 lim 一 一 一 
x—0+ 1 0 _ 
Vx 2%3 
= 8 lim Vx = 0 ， 
X 一 >O 十 


和 
lim (Inx+1l) =0. 
x—0+ 


所 以 式 (1) 的 极限 等 于 0, 从 而 原 极限 =1. 


类 题 (1) lim + (复旦 大 学 ); 


se 2 
(2) Tim = 多 一 区 A (同济 大 学 ) ; 
0 x In(l1 +%)arcsin x 





| ex costdt 一 区 
(3) lim (浙江 大 学 ). 


ct (er —1) (1 -cosx)arctanx 





答案 :(1) - 广 ; 。 (2)0; (3) - 匣 


例 1.27 求 limn|e 一 和 夺 二 | | 


n 


(1) 
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解 ”由 等 价 无 穷 小 量 替 换 和 泰勒 展开 可 得 
原 极限 = e- limn [1 一 (1 + 二 ) ”| 


e? limn[ 1 _ em (i ] 


n>% 


= e’ limn [2 -2nln (1 笠 1 ]] 


7 一 o0 n 


= 2e” limn’ > (1 一 +ol oq e’. 
n>% n n 2n” n 


类 题 1 求 lim 一 (Yn -1) (河南 大 学 ). 


no% ln n 





提示 原 极限 = lim jz (e” -1) 





7 一 oo n 
lInn 

= lim 一 一 ， 三 
mo ]n n n 


类 题 2 求 limn? (x" -xz (x > 0). 





1 1 1 1 
提示 n2 (* 一 Xat+T ) = Nn? x ( waits) 1) 


n 





) LL, hs 
=n Nt ( erntl) -1) 
1 2» lnx 
一 n+l 。 ss 
学 n i (nm—*% ), 
例 1.28 选择 题 ; 设 lim “tn*+6(1 cos“) 2 其 中 g+e 0, 则 





"0cln (1 -2x) +d(1 -ee™) 
必 有 ( ) (数学 工 , 工 ). 
(A) =4d; (B) =-4d; (C)a =4c; (D)a = -4c. 


解 由 于 当 * 一 0 时 , atan x ~ ax,b(1- cosx) ~ bx 


cln (1 ~-2x) ~ -2ex,d(1 -e™) ~ dx, 








所 以 atan x + b(1 -cosx) ~ atan x ~ ax, 
cln (1 -2x) 本 (三 这 ~cln (1 -2x) ~ 一 2cx， 
因此 im atan x + b(1 — cos x) lim 2_ 0- 


l 2 
#0 cln (1 -2x) +d(1 -ee™) 0 — 2cx De 
故 得 a = - 4c, 应 选 (D). 
5 
例 1.29 来 lin ms + Vx +1 ,1 2%+ | 
让 二 2 三 x—1 


解 、 该 题 无 论 是 化 成 了 型 还 是 各 型 的 不 定式 ,都 非常 复杂 ,但 用 等 价 无 穷 小 
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量 蔡 换 可 使 问题 简化 . 





























因为 1 + + x +1- = oF] 二 
x+ Vx -1 x+ Vx-l 
2 
(x+ Vx -1)(vVx +l1+ Vx -1) 
2 1 
pe ee Cp 
(+1)= In(1 + .2-7)~ = (x— % )， 





所 以 原 极限 = lim 5 (2) = lim5(*!) = 洁 . 


例 1.30 求 极限 7 = im 二 上 +f(t— sint+1,VIl+t +1) ]wdz, 其 中 
3 和 0 


二 元 函数 f(u,v) 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 且 满足 f(tu,tw) = Pf(u,v),f(1,2) = 0， 


(1,2) = 3. 
解 ” 由 洛 必 达 法 则 ,可 得 


1 
1= lim[1 + f(x -sinx +1,MV +x +1)]" 


In(1+/(x-sinx+1, VI+x3+1)) 
In(1+x3) 





lim 
#0 


{xsinx+1, VI+x3+1) 
3 





= € 20 到 > 


(1) 


这 是 应 用 了 limKx - sinx + 1, V1 +x +1) =f(1,2) =0 和 ln(1+x) ~ x(x— 





0). 而 
jim/” — sinx + 1， VI + 好 + 1) 
a—0 3 


fx -sinx +l1,V1I+Y +1)(L -cosx) +FGx -sin +1,V1 +x +1) 





Li 2 V1+ 好 
= lim 
0 3x 
. 1] — cosx : 1 
= 1,2) lim— +f£(1,2) lm 一 一 
/2) 于 +12) 外 二 二 
= (2) 


1 1 
11,2) 十 37,(1,2). 


在 f(tu,tv) = tf(u,v) 两 边 分 别 关 于 t 求 导 得 
f(tu,tvo)u +f(tu,tv)v = 2tf( u,v). 
在 上 式 中 , 令 1=1,u=1,v=2, 并 注意 到 f.(1,2) =3 可 得 
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3 
/.(1,2) 一 
由 (1) 、(2) 两 式 , 有 
T = el DHA12) 4 


fauf Sy “dy 





例 1.31 求 极 限 7 = lim lim 


解 ” 先 计算 = lim (Sarctan 专 ) 
XA+% 人 t 
因为 J = Ga we 


x ES 
(Sarctan 问 = 1 Jarctanr’ 


nf! 十 (Saretan 二 一 1]| 
1 


多 





区 
一 arctan 本 一 ] 
人 下 i 





2 2 
=— 
mr 
x 
| siny’dy 


12 





而 
lim xln (Sarctan 才 】 = lim 
x +% xX—+% 
= lim 
所 以 
fauf 
1 = lm 
1 一 0 二 寺 放 


Ge 7 


交换 累 次 积分 的 顺序 ,可 得 


fa | sdy = Jay 三 





如 图 1-1 所 示 ,D=|(u,y) |w <y<i, 
由 于 
(en 加 ” 1)arctant? w= x 六 
T 
二 
T 
所 以 
| Vysiny dy 
T= 1 
2 
一 一 -2 
T 
__ 亿 lim tsint? T 
7 t+ 2 7 


-1) arctant? 


t 
siny du = | Vysiny dy. 
0 
























































0 三 v 和 小 表示 积分 区 域 . 
3 
y =u? 
i 
D 
| 
四 本 
到 1-1 例 1.30 图 
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九 、 用 定 积分 的 定义 求 极限 

若 几 xz) 在 [a,b] 上 可 积 , 则 对 [a,5] 的 任 一 分 逢 

Ta =xo <x < <X% = 0 及 任意 介 点 &， E [wi | ss 都 有 

Jo = Wim, > EA, 

其 中 Ax， = NX; — Xi_1, | 了 | max | Ax; 上 
例 1.32 求 极限 lim 十/ [| Cn +h). 
解 记 w -上 | 和 (n+) - /Hl ) ,由 
In a, -二 >m ll + 上) 它 可 看 做 /x) = In (1+z) 在 [0,1] 上 对 应 于 等 





分 割 了 及 介 点 名 = 二 的 积分 和 ,于 是 


limln a, = lim 1 nl1 十 二 


7 一 co Nn 二 1 


[nd +x)dx = 2In2-1, 
0 


故 Li ~ 2In2-1 _ 4 
ima, 三 € = 
n>% 


e 


在 许多 场合 ,我 们 并 不 能 像 例 1. 32 那样 将 所 求 的 极限 直接 化 成 某 个 函数 的 积 


分 和 ,而 要 用 “无 穷 小 分 析 ” 的 方法 ,将 所 给 题目 的 被 加 项 用 与 之 等 价 的 无 穷 小 量 





来 替代 ,然后 再 化 成 某 个 因数 的 积分 和 . 下 面 看 两 个 例子 . 
例 1.33 求 下 列 极限 . 


2 2 
CD im| ] 
ne +n ne +2n Vn +n 




















T 27 
人 mn sin 下 
(2) lim ] 十 - 证 十 十 本 
n 2 n 
解 (1) ”和 式 中 的 被 加 项 的 通 项 为 , 易 见 当 n 一 w 时 , 它 与 与 -等 





ne hn 








有 2 人 pk 
价 . 用 一 代替 可 得 
n’ Vn + kn 
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n 有 
原 极 限 = lim > -二 一 = lim 》 一 
Vn +hn 1 ne 
1 | wdx = 
(| i 
. km 
sink SS S1n 一 一 
(2) 和 式 中 的 被 加 项 的 通 项 为 0 , 易 见 , 当 n 一 om 时 , 它 与 一 一 等 
j 证 n 
. km . km 
Slmn 一 一 sin 一 一 
价 .用 一 一 一 代替 可 得 
四 汉 : 填 到 
km™ km™ 
sin a Sln 一 一 
原 极限 = lim > = 
Le 元 省 moo 天 


2 2 
= Im 二 sin Em = | sin Txdx = 二 . 
0 TT 


注 1.6 对 例 1.33 的 如 上 处 理 , 同学 们 可 能 感到 缺乏 理论 依据 ! 但 如 果 我 们 
把 上 述 思想 细 化 ,大 家 就 会 认可 了 . 
对 第 (1) 小 题 ,有 


n 有 有 
lim > 一 全 一 -1 一 一 一 -二 
了 和 2 lim| 2 =1 二 + kn 二 


1 
会 | ed + lim r，， 


0 7 一 >oo 



































而 | | | 和 ] > 
r | 33” 
" i \ Vn’ + hn n Em ] 二 
5 
n 
k 
n 1 天 n 1 ns 
< > 本 1 十 -了 -1|= > 3 
£1 nN n t=1 nN k 
1+—=+l1 
n 
ll/kY 1 1 1 1 
和 本 人 加 
| 人 
对 第 (2) 小 题 , 有 
. kT™ 
. n Sn . n 1 1 
lm > lin| 2 in nt | 天 到 
| n+ k=1 + n 
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1 
全 | sin mxdx + lim 7,, 
0 7 一 Oo 
而 
n 1 1 
= A 
|r, | > ed 
i 
< 二 (7 一 oo) 
k=1 n(n + | t= 7 % 
k 
类 题 求 lim 2 二 2 十 see 于 2 
7 一 oo | 也 1 1 1 . 
n+ 一 7 + 一 
多 n 
2* 1 
提示 “其 被 加 项 用 一 莹 代 . 原 极限 为 和 
十 、 其 他 
> A * A Xml 十 %n -2 
例 1.34 已 知 a,b 为 两 个 正 数 ,a < 5, 取 x。= ax = 0, 今 x = 7 
n = 2,3,…. 求 lim x,. 
解 ” 这 里 我 们 给 出 一 个 一 般 的 作法 . 





将 题目 中 所 给 的 递 推 关系 式 视 为 差分 方程 , 则 它 的 特征 方程 为 22 -+ -1 
0, 由 此 解 出 两 个 特征 根 +，= 1,r, =- 了 








这 样 , 递 推 关系 中 的 x, 具有 如 下 形式 : 





2 
Xn 二 A: 1" + 人 AL(- 了 |) ， 








求 租 
4 , 束 得 
A = Sp = 3 -6) 
日 _a+26b 2 1 % 
于 十 Nn 3 二 3 (a b) (下 ? 
易 见 x ,a+2b 





n 3 (n S80 ) 
类 题 ”给 定 序 列 x。= a,x， =1+pbc ,Xi = 1 +bx,,…, 问 ; a,b 为 何 值 时 

ix,| 收敛 ? 

提示 假设 lim x,，= 4 存在 , 则 4 = 1 +6bA4A,4 = 
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次 








则 ww 满足 zw ，，= bu,. 它 的 特征 方程 为 r* - br = 0, 特 征 根 为 = 0,r，= b. 于 是 
u, = 人 A .0+ 人 DO = 人 DO 


得 ，_ a(1 -46)-1 _a(l(l -6) -1., 
由 此 可 得 = 1 的 一 1, 放 = 中 二 的 = 工人 








易 见 当 | < 工时 ,对 任意 的 cu 一 0(n 一 %)， 从 而 * 一 一 一 (7 一 oo ). 


例 1.35 设 x = ax = x +3x,+1(n = 1,2,…). 求 使 得 数列 |x,| 收敛 
的 所 有 实数 a, 并 证 明 你 的 结论 (清华 大 学 ) 

解 假设 lim%, = 4 存在 , 则 4 = 4 +34 +1,4 = 一 二 由 zw 一 = (x + 
1)” 三 0 知 ,|x| 和. 因此 , 欲 使 1x,| 收敛 ,必须 要 求 a < - 1 

记 f(a) = +3a+1, 让 f(a) -1 可 解 出 -2 <a-1. 并 且 易 知 , 当 
-2 <a -1 时 , - 守 <f(a) 三 -1. 由 此 , 当 -2<a<-1 时 ,|x,) 有 界 , 故 
人 

综 上 知 , 当 a >-1 或 a < -2 时 ,lim x, 不 存在 ; 

当 -2 < a -1 时 ,lim%, 存在 且 极限 为 - 1 
例 1.36 设 /(0) = 0,f'(0) 存在 , 令 


+A) 





求 lim xy 
解 由 广 (0) = lim 太 2 = limA ,ye v0 9 sd Wwe Wo 
时 ,有 





x(f'(0) -se) < f(x) < %(f'(0) + 8). 
将 nn 适当 大 ,依次 取 x = 二 , 乞 ,…, 马 , 则 有 





1 


二 (0) -6) </( 三 )< 二 (0) + 8)， 


Ss 


全 (0) -6) </( 诗 )< 三 OA(O) + 6)， 


3 


本 (P(0) -6) 人] 瑟 (P(0) + 6), 
将 上 面 的 不 等 式 相 加 ,得 
> (0) -ea < > /AS)< > 0) +). 
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易 知 , limx, = 37"(0). 
类 题 1 求 下 列 极限 


. 1 . 2 . 用 
(1) limlsn 二 +sin 二 + + sin——|j; 
n>% 入 n 六 


(ay lim (1 + 二)(! + 二 -人 马 ) 

类 题 2 设 fx) 为 定义 在 (0,1) 内 的 函数 , 且 满 足 

DlimfoD =0; 2) -/( 主 )= o(o(z 一 0). 证 明 :7 = o(%), 即 
下:lig fe -0 

提示 由 条 件 2), Ve > 0,36 > 0, 当 0 <x < 5 时 ， 
fx) -了 (三 


x 


< |xl|e. 


ee le 


0 a el 


«le <2e|«|, 








WVn>1, [fC) -车 ] = 





+2e|x|. 


故 Ka)1s 和 | 
固定 x, 令 n 一 % ,由 条 件 1) 知 ,|f(x) | 2e|x|, 即 





X 
A 





类 题 3 已 知 /(x) 是 定义 在 [0， a 数 ,fA(0) =0 且 f' (0) 存 在 . 试 证 明 : 
lim n> (Ls 7)=/f ' (0)1n2. 
( 川 大 ). 
提示 由 六 (0) = Im 及 2 一 大 0 ys > 0,35 > 0, 当 x e (0,6) 时 , 有 


x(f(0) -ee) <fx) <x 0) +e). 
对 适当 大 的 n, 由 上 式 , 有 
< 


1 1 
CO) -se) <f (一 
将 上 述 不 等 式 相 加 ,可 得 





,大 ] ,2 





























SN 7) 
。 1 。 1 1 : dx 3 i 党 
由 lim 2 7 i n i = In 2, 利 用 夹 明 定理 ,并 注 
n 


意 到 s > 0 的 任意 性 可 得 结论 
例 1.37 ea 


求 出 其 极限 值 . 
证 明 已 知 x，> 0, 即 |x,) 有 下 界 . 又 由 


Nn+l 1 
2 人 人 人 
an mn 


可 推出 一 于 < 1, 即 |x,| 单调 递减 . 由 单调 有 界定 理 ,limx, 存在 , 记 为 a, 则 a > 0 


n 





n 


-eR 
n>% YX 和 


n n 


+ o 三 2, 矛盾 . 由 此 可 见 a > 0. 再 在 不 等 式 


x 1 
2 /~ <x,+—<2 
Xn 人 


二 逐 宙 二 下 柯 得 二 于 二 0 芋 二 多 业 2 二 = 解 这 待 三 开 
a a 





例 1.38 设 数列 |a,| ,12,} 满足 : 
Wi 
证 明 :(1) 奎 1b,| 有 界 , 则 {a 也 有 界 ; (2) 若 12 收敛 , 则 4a,1 也 收敛 (中 科 


院 ). 
证 明 (1) 由 已 知 条 件 14.1 有 界 知 , 存 在 M >0, 使 得 | | <M, Vn 由 递 推 
关系 式 可 知 ， 


1 
[|@1sW+ 寺 |a 1 





| 本 
2 Bik tk 
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由 此 可 知 ,|a,| 有 界 . 
(2) 设 limb, =5, 则 Ys >0, 3N, >0, 当 n>N, 时 ,有 |b,-b|<s， 


于 是 有 


2 | 
On 





< 2. 







































































n 
o> |b -6| = |an + 二 和 ia -| 
2 ) n 2m +1 ) 
| Ce 3 + - 仿 b 
三 __n _2n+l 
“i | 2n+1 和 a b |， 
凤 2 n 27 +1 
a 36 <2+ 放 + ,一 | 
<e + a, -了 . | | ss 
<2e + 3 [22 he - 35)= 2el1 + 广 ]+ 去 a 3 
1 1Y 1 2 
<2e(1 + 六 + 六 上 + 主 |o -3 
5 
1 1 1 2 
<2el1 ee + CN -3 
<4e PE b 
DNM+l CN 9 v 
对 上 述 =>0,3N>mN >0, 当 "> 和 时 ,可 使 NT Qn -3 <e. 从 而 , 当 n>N 
2 . 2 
时 ,有 jos a <5e, 故 lima, = 








注 ” 如 果 利 用 下 面 的 命题 , 则 可 简化 我 们 的 证 明 . 
命题 设 |x,) ,|y,| 是 两 个 数列 ,大 limy, 存在 , 则 
lim(x, +y,) = limx, + limy,, 


lim (x, + y,) = limx, + limy,. 


7 一 oo n> 


(2) 在 等 式 a4, =b, -六 -两 边 分 别 取 上 、 下 极限 可 得 ; 


2n+ 
rp 2 
lima, = 二 = lima,. 
= 3 no 


故 lima, = 了 


n>% 
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例 1.39 设 非 负数 列 jw | 满足 a < wo ,对 一 切 正 整数 m,n 都 成 立 . 证 
明 ; 数 列 | /| 收敛 

证 明 用 上 .下 极限 的 方法 证 明 . 先 证 数列 | ya | 有 界 . 

由 a, 三 a0 三 a,ja? 三 … 三 ar 可 得 

0 Va, <a, 

即 数列 | 2/a| 有 界 . 

FE Vm Vo ln VG 

若 有 某 项 a，= 0, 则 容易 看 出 对 一 切 n > m 都 有 a，= 0, 此 时 显然 数列 
12a] 收敛 . 不 妨 设 a。> 0. 令 1 = lim Yai, 则 0 < 1 < a, 取 子 列 | ya | 使 其 收 


敛 于 1, 则 Ve > 0,3h > 0, 当 天 全 时 ,有 
li-e< /a <l+eé. 

而 对 Vn > nn , 有 n= gns +7Y, 其 中 g 宇 1,0 7y < ns. 注意 到 
1 1 1 
n 一 gni 十 和 一 gn 

















n3 


其 中 s,，= >1( 当 nn 一 % 时 ). 定义 a。= 1, 则 有 





qn 
n 


1 于 1 1 


non an 挟 是 
Cr Conio Uy 一 (a ao ) Uy 


= (a a < (to) ror Ch > ne), 
为 limay = 1, 所 以 上 式 右 端的 极限 为 1 + se, 从 而 有 


n>% 


a 
limar <l+e. 


n>% 


由 se 的 任意 性 可 知 ， lim a, < lim Ya,. 


no% 


故 lim /a, = lim vVa,， 即 数列 | Va | 收敛 . 


7 一 oo 


类 题 1 设 ia 是 正 数列 ， 若 lim wa, = 1 ,证明 : : lim val +d +…+a =1( 大 
连理 工 ). 
提示 由 lim Va, = 1 可 知 ， 存在 于 列 lim ~/a,, =1. 欲 证 明 结论 成 立 , 只 需 证 


明 : lim wa +o +…+aw=lL 即 可 . 不 失 一 般 性 ,假设 1a,| 的 子 列 就 是 它 本 身 . 
由 lim Vo, =1 可 知 , Ye >0, 3N>0, 当 n>N 时 ,有 (1-e)"<a,<(l+e)". 
对 固定 的 入, 有 


1 1 
l-e<(ata t+ +a)" = (a + tay+ay +a,)" 
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<(M+(n- Nl+ie)) <(l+e(M+tin- Nr <(l+e)(M+tn)r, 
其 路 =a +… +aw 是 个 常数 . 注意 到 lim (M+n)*”=1, 在 上 式 中 令 nw ,由 & 


的 任意 性 ,可 得 :lim Ya To 7 a=1 
类 题 2 设 非 负数 列 fa,| 满足 a,, 三 a, +a,,YVm,n e N,. 证明: 


te =} 
提示 由 0 <a<na, 知 ,数列 {4 各 | 有 界 ， 设 w = in 人 和 中 则 Ye > 0,3m, 使 


Qi 
Qa— <a+se. 
m 


Vn >m, 有 n= mg, +7Y,,0 夺 7y, 三 m1. 于 是 有 


& & Mg 0 mq Os 
Qa 二. + <(a+e) E 5 
m mad, +Y, mq, 十 mq, 十 yn mq + YY 


定义 oo =0, 由 7y, 和 ao 的 有 界 性 , 令 一 o 可 得 








. & -a 
a<lim— lm <a+tge. 








由 se 的 任意 性 可 知 ,结论 成 立 . 
In(1 A 
a (oa >0 且 ac 关 1)， 
是 三 次 多 项 式 , 且 有 
pe 
f(x) 
求 lim -一 3 -3a 
| 
解 (1) 由 假设 可 知 ， a = A +a, 其 中 a 为 x 一 0 时 的 无 穷 小 量 
而 
a-l1=ev™*-]1~xha (x—0), 
所 以 nl + LO)~ Anaw+tana.s (x—0), 
sin x 


进而 gp (x—0), 
万 














36 考研 数学 分 析 总 复习 精 选 名 校 真题 
从 而 本 = lim 和 = Aln wu. 
0 光 x—0 % 


(2) 由 已 知 条件 可 知 ,x - 2a,x - 4a 都 是 f(x) 的 因子 , 故 可 令 f(x) = A(x - 
2a) (x -4a) (x -下 )， 其 中 4,B 待定 . 





于 是 有 lim A =-2Aa(24a - B) = 1， (1) 
lim 全 有 (2) 
联 立 (1) (2) 求 解 得 4 = 7B 人 
即 Re ja(* A 
改 


例 1.41 对 任意 的 正 整数 n, 则 x +x +…+x"= 1 在 [10,1] 上 必 有 且 只 有 
一 个 根 , 记 为 x,, 求 limx,( 北 师 大 ). 

解 令 f.(x) =x*+x" +… +x 一 1, 则 显然 /.(x) 在 [0,1] 上 连续 且 严 格 单 
调 递 增 . 注意 到 f.(0) =-1 <0,f.(1) = n-1 >0(n >1), 由 连续 函数 的 介 值 
定理 知 ,f,(x) 在 [0,1] 上 有 唯一 实 根 x,, 即 f,(x,) = 0. 又 由 

Ja) = 0 +hlxs) = x >0, 

且 因 为 (x51) =0, 即 所 (5% ) > 大 xsi) ,fri(*) 在 [0,1] 上 连续 且 严 格 单调 
递增 ,所 以 ,x, ,i <%,, 日 0 <x, <1 (n>1). 由 单调 有 界定 理 , limx， = a 存在 . 














1 - n+l 
而 上 ma) = 富生 各 -1 =0, 令 1 一 可 得 
a 1 
Te-!1 = 好 


例 1.42 证 明 . lim sin xdx =0 (上 海 交 大 ). 
nw 40 
证 法 1 Ve >0,(0<e<1), 则 


也 -8 也 
0 < 了 工 = | sin” xdx = | sin” xdx +| sin” xdx 
0 0 


7-e 


人 


二 n TT 

sin" € (Fe)+s 

甘 mT 

< 了 sin <+es， 其 中 ce [o 工 | 
只 要 充分 大 ,就 可 使 0 < 了 < 22. 
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证 法 2 由 递 推 法 ,可 得 
ds 二 2 
_ 过 | 265+1)107 本 a 
/I = | sn xdx = (hI (k=1,2,.…). 


余下 的 分 别 就 六 = 2k 和 nn = 2k+1, 利用 例 1.11 的 方法 可 证 


(下 一 oo ). 


注 1.7 本 例 不 能 
nn% 时 ,& 一 本, 则 sin” &, 就 成 为 1” 


的 ! 
例 1.43 车 /7( 


证 明 


(11 “ n = 2k, 


: 太一 0 和 7 一 0 





直接 使 用 积分 中 值 定理 . 因为 中 值 点 所 依赖 于 n, 如 果 当 
型 不 定式 ,这 样 估计 它 的 极限 是 十 分 困难 


x) 在 [a,b5] 上 连续 ,对 任意 的 正 整数 n, 令 


入 三 二 (k=0,1,.…,n), 
n 


rm = “> fm) ~ fs) dn, 
二 


limnr(n) = 
no 


LA) -fla)]. 


证 明 将 r(n) 改写 : 


/= AD- ET A 


其 中 儿 ， E [p13%E 二 


= > Le) -old 


> af), 


A,. 记 


Me = suplf’ (x)} ,ms = inf {f'(x)}, 





由 于 上 (2 一 %) dx =- 3 (2—) 
所 以 5 (0) Sm <r(n) 2 
而 (2 -a).: Ym <nr(n) < 二 (1 -a): be Ym, 


注意 到 了 "(x) 在 [a， 


lim nr(n) = 
n> 


Ek=1 


5] 上 的 可 积 性 , 令 n w 可 得 
弛 “| rod = 2 36) -Ao)]. 
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最 后 ,我 们 给 出 利用 重要 概念 和 理论 证 明 极限 不 存在 的 例子 . 

例 1.44 设 %, >0, 且 limx, =0, 证 明 : 存 在 无 穷 多 个 下 标 n, 使 得 对 所 有 的 ， 
都 有 x, >x,,;( 大 连理 工 ). 

证 法 1 由 limx, =0 可 知 ,对 % >0, 存 在 NN >0, 当 n>N 时 ,有 xu 

i 记 x,, =max |x,| ;下 证 :x 是 存在 的 . 事实 上 ,对 Xn >0, 存 在 mi 宇 N, 当 n= 
mi 时 ,有 x， < wy: 取 c = max |xw, XN -1 | ,再 取 n =maxin|x,=c,N<n 
0 

用 >， 代替 和 x; 的 位 置 ,从 Xi 之 后 重复 上 述 讨论 ,可 以 找 出 x 满足 MX > Wi +k ,Ek 
=1,2,…. 如 此 下 去 可 知 ,有 无 穷 多 个 下 标 n ,满足 
wn, > Wps Fk = 1,2,.: 

证 法 2 用 反 证 法 . 假设 只 有 有 限 个 下 标 ”使 得 对 所 有 的 大 ,都 有 xz >%,,， 
记 这 些 下 标 最 大 的 为 N, 则 当 n>N 时, 必 存 在 如 >0, 使 得 x, <%, ,i. 

取 n, >N, 则 相应 地 存在 有 >0, 使 得 x <x, sn 

ny = + ，, 易 见 n, >N, 则 相应 地 存在 >0 ,使 得 MX SX 





依次 取信 =n,_1 + 1, 则 相应 地 存在 >0, 使 得 x <x ,,; 

如 此 下 去 ,可 得 到 {x, | 的 一 个 子 列 |x, } 单 调 递增 且 大 于 零 ,这 文 与 limw， =0 玫 
盾 . 

例 1.45 证 明 : 若 有 界 数列 1x,1 不 收敛 , 则 必 存 在 两 个 子 列 |xi?| 与 1x0”| 
收敛 于 不 同 的 极限 , 即 limx, = a,limxs, = b,a #6. 

证 明 因为 数列 jx,| 有 界 ,由 致密 性 定理 ,存在 子 列 jx C 1x,| ,使 
limx。 =a. 又 因为 数列 |x,| 发 散 , 所 以 对 上 述 o, 3eo > 0, VN > 0,3m。> NN, 使 
-dl|= 20. 

取 N =1, 习 m， > 1 ,使 |v， -al= 20 
取 NW=2,3m >2 (m >m), 使 |x,， -a|z= so; 


|x 
me 


取 N = Ek,dm, > 大 (m,> m1) ,使 |v。 -dl 三 eli 


由 此 可 得 一 个 子 列 |xw 上 满足 |w。- al 2 
由 于 数列 jx 上 有 界 ,所 以 由 致密 性 定理 , 它 存在 一 个 子 列 | x。 
满足 limxw = b. 显然 |b -a|> eo. 


| 记 为 |x | 
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例 1.46 试 分 别 按 函 数 极限 的 1) 定 义 ;2) 柯 西 准 则 ;3 ) 归结 原则 写 出 “ f(x) 
在 x 一 x 时 极限 不 存在 ”的 正面 陈述 ,并 以 狄 利克 雷 (Dirichlet ) 函数 
1, x 为 有 理 数 ， 
Da 
0， x 为 无 理 数 
解 1) VA eR,je,。 >0,V6 >0,3jx ee U (xo,6) ,使 得 |f(x’) - A|z so. 





以 D(x) 为 例 . 若 4 和 1, 取 so = 下 二 > 0, V6 > 0, 由 实数 的 稠密 性 , 存 
在 有 理 数 *' se 已 (1,5) ,使 得 DGx') = 1, 从 而 有 


1 — 
oe) Al | dS 二 训 


车 4 =1, 则 取 s。 = 二 ,VS > 0, 由 实数 的 稠密 性 ,存在 无 理 数 *' es LA(1,5) ， 
使 得 D(x') = 0, 从 而 有 
ID(x'’) -1|=1 > 了 一 
2) 3e,。> 0, V6 > 0,3x,,x，e UI (wo,6) ,使 得 
[fx1) -fxs) |> 2o. 
以 D(x) 为 例 . 取 s。 = 廊 , V6 > 0, 由 实数 的 稠密 性 ,在 ["(1 ,5) 内 既 存 在 有 
理 数 x ,也 存在 无 理 数 x, ,日 D(x,) = 1,D(x,) = 0, 从 而 有 
1 


[D(x) - D(x,)|= 11 -0|=1 > 7 = Eo 


3) 3 1x) C 要 (wo) ,limx, = zo, 但 lim f(x,) 不 存在 . 





以 D(x) 为 例 已 知 \. 为 无 理 数 ,从 而 对 任何 自然 数 w,e, ，= 之 +1 也 都 是 天 


理 数 , 旦 有 limx,，，= 1 和 
Dx) =0， limD(xs,1) =0. 


再 取 x，= +l， 显然 limx = 1 上 且 D(%,) = 1,limD(w,) = 1. 综 上 知 ， 














limx, =1, 但 limD(x, ) 不 存在 . 
注 1.8 在 3) 中 ,利用 无 理 数 v2 构造 了 一 个 收敛 于 1 的 无 理 数 数列 . 当然 也 
可 利用 其 他 无 理 数 ,如 vy3," 等 来 构造 . 


第 二 讲 ” 一 元 明 数 的 连续 性 


在 这 一 讲 中 ,我 们 将 涉及 函数 的 连续 性 一致 连 续 性 .连续 函数 的 性 质 及 应 用 
等 重要 内 容 . 


一 、 函 数 的 连续 性 及 其 应 用 
函数 x) 在 xo 点 连续 是 指 : limf( %) = f(x。). 其 本 质 是 “ff” 与 “lim” 可 变换 


顺序 .要 证 明 函 数 所 xz) 在 区 间 了 上 上 连续 ,只 要 证 明 Vx。e 71, f(x) 在 xo 处 都 连续 . 

证 明 函 数 扎 xz) 在 xz 点 连续 , 常用 的 方法 :1) 用 定义 ;2) 用 归结 原则 , 即 证 : 
V lx] 且 % 一 0, 都 有 f(x,) 一 几 xo)， 

例 2.1 证 明 :(1) 若 函数 的 x) ,g(x) 连续 , 则 函数 g(x) = min|f(x) ,g(x)}， 
(x) = max|f(x) ,g(x)| 也 连续 ; 

(2) 设 f(x), (x), (x) 在 [a,b] 上 连续 , 令 函 数 f 的 值 fx) 等 于 三 值 
(x) ,p(x) ,有 (x) 中 介 于 其 他 二 值 之 间 的 那个 值 . 证 明了 在 [a,5] 上 连续 ; 


(3) 令 
一 九 ， 当 x 志 -n 时， 
u,(%) = x， 当 -n<x 友 n 时， 
n, 当 x > n 时 . 


f(x) 为 实 函 数 . 证明; (x) 连续 的 充 要 条 件 是 g,(x) = u,[f(x) ] 对 任意 固定 的 m， 
都 是 x 的 连续 函数 ( 川 大 ,1981). 
证 明 Cigtsy = 8 lA) -g(x)| 





_ f(x) + 8(%) + |f(x) -~ g(x)| 
. 





W(x) 


(2) f(x) = f(x) +fh(x) +f(x) -max\fi(x), f(x), f(x)| 一 
min|fi(x), f(x), f(x)}, 
(3)g,(x) = u, Lf(x)] 
=—-n+f(x) +n -max{-n,f(x),n| ~- min|-n, f(x),n) 
= f(x) -max|f(x),n| -min{f(x), -nl 
ER + f(\%) le) -n| -n+f(x) ; In +f(%) | 











_ [n+f(x) |- [f(x) -nn 
; . 


由 连续 函数 的 运算 性 质 , 即 知 它们 都 连续 . 
例 2.2 证 明 : 黎 曼 (Riemann ) 函数 





2 x = 了 荆 ,(p e N,,g e Z,p 和 9g 互 质 )， 
R(x) = 4p Pp 
0 ， x 为 无 理 数 . 


在 任 一 点 x6 的 极限 存在 , 且 极限 值 为 0 . 换言之, 一切 无理 点 都 是 R(x) 的 连续 点 ， 
而 一 切 有 理 点 都 是 R(x) 的 (可 去 ) 间断 点 (南航 ). 
证 明 R(x) 是 以 1 为 周期 的 函数 ,所 以 只 要 讨论 区 间 [0,1] 上 的 函数 性 质 . 


注意 到 x = 0 可 写成 x = 证 , 即 R(0) = 1. 所 以 ,在 [0,1] 上 ,分 母 为 1 的 有 理 





点 只 有 两 个 :时 和 二 ;分 母 为 2 的 有 理 点 只 有 一 个 : 了 ;分母 为 3 的 有 理 点 只 有 两 

个 :二 和 地; 分 母 为 4 的 有 理 点 只 有 两 个 二 和 广 ; 分 母 为 5 的 有 理 点 只 有 四 个 :二 ， 

汪 , 宁 和 入;…. 总 之 ,对 任意 自然 数 , 分 母 不 超过 的 有 理 点 个 数 是 有 限 的 . 
设 m es [0,1] 是 任 一 点 , Ve > 0, 取 k= | 二 ] ,因为 分 母 不 超过 4 的 有 理 点 

















个 数 有 限 , 设 它们 为 rr ,…,r. 令 5 = min | |r; -wo1| ,显然 5 > 0. 


当 0 < lx -x|<65 时 , 若 x 为 无 理 数 , 则 R(x) = 0; 若 zx 为 有 理 数 ,其 分 母 必 
来 于 | ;于是 
E28 


R(x) 到 





1 
[+i 
因此 成 立 be A 
此 即 表明 R(x) 在 x 点 的 极限 为 0(x。= 0 时 是 指 右 极限 ,x。= 1 时 是 指 左 极限 ). 
根据 R(x) 的 周期 性 , Vx。e ( -wm ,+ %), 都 有 
il) = 0. 
例 2.3 设 f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ,证 明 函数 
M(x) = max f(t) 和 m(z) = min f(t) 

也 在 [a,b] 上 连续 . 

证 明 Yam e [a,6], 由 于 f(x) 连续 ,所 以 Ve > 0, 38 > 0, 只 要 + 
[a,b] 且 |h| < 5, 就 有 
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[flxo +h) -f(x0)| < e， 
故 有 sup, Lao + h) -fr0) |< 
而 M(xo +h) = max f(t) < max f(t) + up (flxo + h) -f(xo) |， 
人 
从 而 |M(Cx +h) -M(xo) | 三 2, 即 M(x) 在 [a,b] 上 连续 . 
同 理 可 证 孔 数 m(x) 在 [a,b] 上 连续 . 
类 题 设 /(x) 单调 不 减 ,证 明 :函数 所 x - 0) 左 连续 
提示 设 B(x) =f(x-0) = sup f(t) | , 则 B(x) 三 f(x) 且 B(x) 单调 不 减 . 
固定 x,Ve > 0, 34, 使 
D(x) -2 <f(i) < B(x) < fx), 
(上 式 最 左边 的 不 等 式 用 到 了 上 确 界 的 定义 ). 故 当 i,。 < 1 <x% 时， 
fio) 10) < Bx), fio) < Bi) < D(x), 
即 当 1 € (t,x) 时 ,有 
B(x) -a < B(1) < Br), 


或 [8(1) - D(x) |< 2, 
故 B(x) 在 点 « 左 连 续 . 

例 2.4 设 Ax) = | 十]sgn (sin 所 ), 指出 x) 的 所 有 间断 点 ,并 讨论 它们 的 
类 型 

解 (x) 可 能 的 间断 点 为 <=0, + 一， tl 


> 2 x 
47 上 1 3 
limf(x’) = lim(4n* +2n) =+oo， 
limf(x”) =- lim(4n* +6n+2) =-— 
故 x=0 为 第 二 类 间断 点 ; 
对 x = 证 ,由 于 /证 +0]= (hb -1)sgn sin(km) =0, 


对 x=0, 取 xx' , 则 当 7 一 *oo 时 ,x 一 0 ,x"—0 ,但 





f (F-0)=Rsen sin(km) =0. Xf (F) = sin(km) =0, 所 以 x = 二 是 连 
续 点 . 
类 似 地 讨论 可 知 ,x = -二 也 是 连续 点 ; 


k 


对 x = 元 , 易 知 / [二 =(k -1)sensin(Vkm),f | = ksgnsin (Vk ). 





由 此 可 见 , 当 大 是 完全 平方 数 时 ,* = 拓 是 连续 点 ,否则 为 第 一 关 间 断 点 . 


类 似 可 讨论 x = -的 情形 ， 
类 题 1 判断 下 列 函数 的 间断 点 ,并 指出 其 类 型 . 


(1) f(x) = (0<x% <1); (2)f(x) = 


T11 1 1 
[| Xl wx 
提示 (1) * = 0 及 x = 上 (n 为 自然 数 ) 为 第 一 类 间断 点 ; 

(2)x = 0 及 x = 1 为 第 一 类 间断 点 ,而 x = -1 为 第 二 类 间断 点 . 
类 题 2 设 f(x) = lz -a|- |x -5|, 问 :f(x) 在 (- ,+ om) 上 有 界 吗 ? 连 
续 吗 ?又 当 |*| 一 + o 时 , f(x) 的 极限 存在 吗 ? 
提示 由 |f(x)|= ||x-al- |x-65||< |a -5| 知 ,有 界 . 
fx) 在 (-%,+%) 上 显然 连续 . 
当 x > maxla,b| 时 , f(x) = 6b -a; 
当 x < minla,b) 时 , f(x) = a-b, 
故 当 & 关 5 时 ,极限 不 存在 ; 当 &a = 时 ,极限 存在 . 


例 2.5 求 极限 lim "i ， 记 此 极限 为 /x) , 求 函 数 护 <) 的 间断 点 并 
判断 其 类 型 (数学 工 )， 
解 f(x) = lim[ (1 sin sin .0 


SIN X 














由 此 可 见 ,函数 成 x) 的 间断 点 为 x = hmr(k = 0, + 上 1, +2,…), 其 中 x = 0 为 可 去 
间断 点 ,其 余 的 为 第 二 类 间断 点 . 
例 2.6 (1) 设 fx) 在 闭 区 间 [a,5b] 上 单调 , 则 f(x) 至 多 有 第 一 类 间断 点 ; 
(2) 设 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 单调 ,并 且 可 以 取 到 f(a) 与 (5) 之 间 的 一 切 
证 明 (1) 不 妨 设 f(x) 1. Vx6。e (a,b), 当 x 一 xi 时 ,也 数值 f(x) 1 ,并 且 有 
上 界 所 xzo) ,所 以 极限 存在 , 且 
im fw) = f(xo -0) < f(x0); 


同 理 , 当 x 一 x 时 ,函数 值 凡 xz) | ,并 且 有 下 界 /(x。) ,所 以 极限 存在 , 且 
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= f(xo +0) 三 f(xo). 

奉 f(xo -0) = f(xo 10)， 则 xo 为 连 车 续 点 ，; ; 若 扎 wo -0) fxo +0), 则 % 为 
第 一 类 间断 点 . 

对 闭 区 间 的 端点 ,比如 x = a 点 ,有 

lim f(x) = fa +0) >/(a). 
特等 号 成 立 , 则 a 为 连续 点 ;否则 a 为 第 一 类 间断 点 . 

这 样 就 证 明了 , 闭 区 间 [a,5] 上 的 每 一 点 如 果 不 是 连续 点 ,就 是 第 一 类 间断 
点 

(2) 用 反 证 法 . 假设 x。e [a,5b] 为 Ax) 的 间断 点 ,由 (1) 知 , 它 是 第 一 类 间断 
点 , 即 f(xo -0) 关 f(xo +0) ,而 在 此 二 数 之 间 , f(x) 至 多 取 一 个 值 f(x,) ,这 与 题 设 
矛盾 . 故 f(x) 在 [a,b] 上 连续 . 

例 2.7 证 明 : 若 函数 /在 区 间 7 上 处 处 连续 , 且 为 一 一 映射 , 则 /在 7 上 严格 
单调 (华东 师 大 ). 

证 明 用 反 证 法 . 先 证 明 :f 在 1 上 是 单调 的 . 

若 不 然 , 则 至 少 存在 三 个 点 xi ,x, ,x3e7, 满 足 xi <x, <xs, 但 f(x ) 三 f(x,), 而 
f(x,) 宇 f(xs). 由 于 f 是 一 一 映射 ,所 以 上 述 不 等 式 为 严格 的 , 即 f(xj) <f(x,) ,而 
f(xs) >f(%s). 

注意 到 /在 7 上 连续 ,对 /分 别 在 区 间 [x ,xs ] 和 [x, ,xs] 上 应 用 介 值 定理 , 则 
存在 上 e (wi ,xs) 和 é&,e (%, ,xs) ,使 得 f(&1) =f(&,). 这 与 1 是 一 一 映射 相 了 矛盾 ， 
所 以 f 是 单调 的 . 

再 证 明 :,/ 在 7 上 是 严格 单调 的 . 

不 妨 设 /在 1 上 是 单调 递增 的 , 则 对 任意 x ,xz, s7 有 sw) 大 Kx). 注意 到 / 
在 T 上 是 一 一 对 应 的 , 故 必 有 f(x,) <f(x,). 这 表明 ,f 在 1 上 是 严格 单调 的 . 

例 2.8 设 flx) 在 [a,b] 上 有 定义 , 阁 f(x) 的 每 一 个 值 都 恰好 取 两 次 , 则 
f(x) 在 [a,b] 上 不 连续 . 

证 明 用 反 证 法 . 假设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 则 f(x) 在 [a,b5] 上 达到 最 大 值 M 
和 最 小 值 m. 由 题 设 , f(x) 的 最 大 值 和 最 小 值 都 恰好 取 到 两 次 ,在 这 四 次 取 值 中 至 
少 有 两 次 在 [a,b] 内 取 到 . 因此 ,不 妨 设 , f(xo) = f(x;) = Ma <x < xsb. 

取 三 个 点 x ,x; ,x 满足 zs < xo < x < xs <xi. 令 4A = max|f(x), f(x,), 
f(xs)1,B =A+el(e >0 适 当 小 ,固定 ) ,显然 4 <B<M. 对 f(x) 分 别 在 [x ,xo]， 
[xo ,x2],[x3,x6] 上 应 用 连续 函数 的 介 值 定理 ,存在 三 个 点 yi,y,,ys 且 y， < y, < 
,使 f(y) J = f(y;) = B. 这 与 每 个 值 都 恰好 取 两 次 矛盾 . 

例 2.9 设 f 在 (-w,+%) 上 连续 , 且 lim f(x%) = 4, 证明: 

(1)f 在 (-%,+%) 上 有 界 ; 

















(2) /能 取 到 最 大 值 或 最 小 值 . 
证 明 (1) 因 为 limf(x) =4, 故 3WM>0, 当 lx|> 歼 时 ,有 
[f(x)|< |Al+l1. 
又 f 在 [-M,M] 上 连续 ,所 以 f(x) 在 [ -M,M] 上 有 界 , 即 3K >0,Vxe[-M,M]， 
有 |f(x)| 三 K 令 G=max||4|+1,K), 则 Vxe(-w,+%), 都 有 |f(x) | 三 G, 即 
f 在 (-%m,+%) 上 有 界 ; 
(2) 寿 在 (-%, + %) 上 f(x) = 4, 则 结论 显然 成 立 . 











设 f(x) 4, 则 3x ,使 Kx ) = B 关 4. 不 妨 设 B > 4, 取 s = 3(B = 本 县 


0, 由 lim Kx) =4 知 ,3MN > |xo|, 使 当 |x|> MM 时 ,有 
f(x) <A+e<B. 

而 f 在 [-M,M] 上 连续 , 故 f 在 [-M,M] 上 能 取 到 最 大 值 K, 即 3x, e [-M， 
Mj], 使 f(x1) = 天 由 于 ms [-M,Mj, 所 以 f(xw,) < f(x), 即 BK 于 是 
V |x|>M, 有 f(x) < BK 这 就 证 明了 :Vx e (-%m,+%) 都 有 f(x) 三 天 且 
f(x1) = 是 /在 (- ww ,+ %) 上 的 最 大 值 . 

若 B < 4, 则 用 同样 方法 可 证 /在 (- ww ,+ o ) 上 取 到 最 小 值 . 

注 2.1 在 本 例 的 条 件 下 ,连续 函数 /不 一 定 同时 取 到 最 大 值 和 最 小 值 . 如 
f(x) = |arctan x | 在 (-o,+oo) 上 连续 ,有 lim fx) = 3 co ,+o) 上 


能 取 到 最 小 值 K0) = 0, 但 它 不 存在 最 大 值 . 
例 2. 10 证 明 : 若 了 在 [0,1] 上 连续 , K0) = f(1), 则 对 任何 自然 数 n， 
3é& e [0,1] ,使 得 


f (+)= 76) 


证 明 令 F(x) =f(x) -f(x + 了 将 [0,1] 区 间 "等 分 :[0, 二 ], [二 ,三 ， 














要 [一 ,于 | 显然 (x) 在 上 述 小 区 间 上 连续 , 且 
F(0) =Ko) -f (+), 


n 


We 








F(t)= /7 (et)-A1). 
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若 分 点 0, 二 ,…, 二 寺中 有 一 个 使 F(x) = 0, 则 命题 得 证 


若 不 然 , 则 由 F(0) + F(T)+ 5 F 人 =) = f(0) -Fl) = 0 可 知 ,上 述 被 
加 项 中 必 有 两 项 异 号 ,在 它们 所 构成 的 区 间 上 应 用 连续 函数 根 的 存在 定理 即 知 结 
论 成 立 . 

类 题 1 已 知 函 数 太 在 圆周 上 有 定义 且 连 续 , 证 明 : 可 以 找到 一 条 直径 的 两 个 
端点 a 和 5b, 使 f(a) = f(5). 

提示 ”以 圆心 为 极点 ,以 某 个 半径 为 极 轴 建 立 极 坐标 系 , 则 圆周 上 的 点 可 以 由 
极 角 9 决定 ,f 便 是 0 的 函数 , 旦 以 27 为 周期 . 这 样 问 题 就 转化 为 求 一 9, 使 Kb) = 
fA(0+T). 令 g(0) = 0) -AFLO+T), 对 g(0) 在 [0,m] 上 应 用 根 的 存在 定理 . 

类 题 2 ”证明 :对 椭圆 内 的 任 一 点 P, 存 在 椭圆 过 
P 的 一 条 弦 , 使 得 P 是 该 弦 的 中 点 . , 


提示 ”如 图 2-1 所 示 , 取 有 向 距离 PA 的 长 度 为 正 ， 

PB 的 长 度 为 负 , 作 距离 差 隔 数 d(4,B) = |PA|- |PB|. ~ 
若 d(4,B) =0, 则 已 点 即 为 弦 48 的 中 点 ,命题 成 立 . 
若 d(4,B) 关 0, 不 妨 设 d(4,B) >0, 则 dB,4) < 

0. 当 椭 圆 上 的 点 4,B 沿 着 椭圆 连续 变动 时 ,距离 差 函 

数 dq(4,B) 也 连续 地 从 正 变 为 负 . 由 根 的 存在 定理 ,一 

定 存在 一 条 强 4'B', 使 4(4',B') = 0, 即 已 点 是 弦 4 号 ' 的 中 点 . 


类 题 3 证 明 :函数 P(x) = | sin 了 di 在 (0,1] 上 有 无 穷 多 个 零点 (苏州 大 
0 


了 人 





2 
x 


B 





图 2-1 


学 ). 


提示 显然 F(x) 在 (0,1] 上 连续 , 欲 证 (x) 在 (0,1] 上 有 无 穷 多 个 零点 ,只 
需 证 F(x) 在 (0,1] 上 无 穷 多 次 变 号 即 可 . 易 见 
1 
1 














1 








YI 1 . 

OE >0; 

ww 1 1 1 
0 





其 中 keN, ,由 于 大 有 无 穷 多 个 ,所 以 sin 二 在 (0,1] 上 无 穷 多 次 改变 符号 ,从 而 
F(x) 在 (0,1] 上 有 无 穷 多 个 零点 . 


x n 
例 2.11 设 n > 1 为 整数 ,F(x) = | li Pe + jd 
0 11!1 21 nl 


证 明 :方程 F(x) = 和 在 区 间 ( 幸 ,m) 内 至 少 有 一 个 实 根 (第 一 届 全 国 大 学 生 ( 非 数 
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学 类 ) 数 学 况 赛 赛 坛 题 ) 
证 明 设 C(x) = F(x) -如 , 则 C(x) 在 [ 瑟 ,n| 上 连续 , 且 有 














< feed -三 -0 
| 
下 面 考察 
A Li 王 
Gln) = F(n) -了 /se (+ 二 + 入 + + 二 jd 4 
符号 
由 于 
n ft £2 n 
|。 (+ 二 + 入 + + 二) 
| + -de 
0 11 1 nl 
2 n n n 2 n+l 
三 三 人 二 - 0 
= (+ 二 + 三 + + + (+ 去 + 和 + 人 
汪 k n 2 n-l 
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e“ 2 (1+ 二 + 新 + ey 
n 大 ml 1 n-2 
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m n+l 
n i n 
>n+l-e 
=0 六 V2T7 7 e 
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二 nC 一 一 一 
2 三 














这 里 应 用 了 斯 特 林 公式 :ml = V2mm me + e (0,1). 
由 此 可 知 , G(n) > 3 国 > 0. 于 是 , 由 连续 函数 根 的 存在 定理 知 ， 


C(x) =0,BT F(x) = 邯 在 (于 ,m) 内 至 少 存在 一 个 实 根 . 


例 2.12 设 f(x) 是 (a, + o ) 上 的 有 界 连续 函数 ,证 明 对 任意 7 > 0, 存 在 数 

列 |x,| 满足 x, 一 + o (n 一 % ) ,使 得 
lim[f(x, + 7T) -f(x,)] =0. 

(华东 师 大 ). 

证 明 记 7T(x) = f(x + 7) -f(x), 分 三 种 情况 讨论 . 

(i) 若 存在 和 > a, 使 得 当 x > XX 时, 恒 有 T(x) 三 0, 即 f(x +7) 三 f(x). 取 
xo = Xo +1,x = Xo + T,X, = Xl 十 7T, 则 ww, 一 + oo (由 .一 oo ), 而 且 

f(x,) = fx, + T) 三 所 xl)， 

这 表明 |f(x,)| 是 单调 递增 数列 . 注意 到 f(x) 的 有 界 性 , 利用 单调 有 界定 理 ， 
limf(%,) 存在 , 记 为 也 

由 T(x,) = f(x, +T) -fx) = frm) -fxs) (n=0,1,.…), 
可 得 

lim[ fxs + T) =- fx)] = lim[lflxsn) -fxs)] =0. 

( 立 ) 若 存在 和 > 0, 使 得 当 x > 和 % 时 , 恒 有 7T(x) 0. 这 种 情形 可 仿照 (i) 证 明 . 

(二 ) 阁 存在 |x ,|x” | 满足 :x' 一 + wm ,x 一 + wm (n 一 %), 使 得 T(x') > 0， 
T(x”,) < 0. 由 连续 函数 根 的 存在 定理 知 ,存在 x,，e (x',,x”,) ,使 得 T(x,) = 0, 而 
且 一 + oo (7 一 oo ). 于 是 ,有 

lim[f(x, + 7T) -fx,)] = 0 
例 2.13 设 f(x) 对 (-w,+%w) 内 一 切 x 有 
f(x ) = f(x), 

日 f(x) 在 x = 0,x=1 连续 . 证 明 . (x) 在 ( -oo,+oo) 上 为 常数 (华东 师 大 ; 南 
航 ). 





证 明 当 * > 0 时 ,由 已 知 条 件 ,有 


天 全 三 让 三 ) = fxr) = = fx ) 3, 
了 fx) = ma) = flime”) = A1); 


当 x < 0 时 , f(x) = f(x ) = f(1); 

当 # = 0 时 , /(0) = limf(x) = limf(1) = /(1). 
综 上 知 , f(x) = f(1) (常数 ). 

例 2.14 设 f(x) 在 (0,1) 内 有 定义 , 且 函 数 e*f(x) 与 e7*? 在 (0,1) 内 都 是 单 
调 不 减 的 . 试 证 :f(x) 在 (0,1) 内 连续 ( 北 师 大 ). 

证 明 Vx。e (0,1). 由 exXo 人 可知, 对 wx > zx 有 ee 三 eeo ， 
即 er > en ,f(s0) > f(r). (1) 
这 表明 f(x) ! ,所 以 Vxo, f(xo -0), f(xo +0) 都 存在 . 

又 由 e*f(x) 1 站 知 ,对 x > xo, 有 ef(x) 三 ef(xo). 令 x 一 xt 得 

ef(xo +0) ef(%o), 
即 
f(xo +0) 三 拟 xo). (2) 
在 式 (1) 中 , 令 x 一 x6 得 
f(x0) 三 f(xo +0). (3) 

由 式 (2) 式 (3) 知 ,Kxo) =f(xo +0). 类 似 地 可 证 :Kx -0) =f(xo). 从 而 fx) 
在 x 点 连续 . 由 xu 的 任意 性 知 , f(x) 在 (0,1) 内 连续 . 

例 2.15 设 f(x) 在 [a,5] 上 单调 增加 ,但 不 必 连 续 , 且 f(a) = a,f(b) < 4 
求证 : jc e [a,b], 使 得 fc) = cl(c 称 为 有 x) 的 不 动 点 ) (山东 大 学 ;上 海 交 大 ). 

证 法 1 用 区 间 套 定理 . 将 [a,b] 二 等 分 ,分 点 记 为 co, 若 Xeco) =co, 取 c = en 
即 可 . 若 扩 co) 关 co, 当 成 co) > c0 时 , 取 [a ,bi] a [co ,0] ,否则 取 [ a ,6 ] = [a, 
co] ,这 样 保证 有 f(a) 二 a,f(5,) < bi. 

再 将 [a ,bi] 二 等 分 ,分 点 记 为 c, 若 f(c1) = ec, 取 c = ci 即 可 .车 f(c) 关 c， 
当 f(c) > Cl 时 , 取 [ a, ,2 ] 一 [co,b1] ,否则 , 取 [ a,,b,] 二 [ai ,c] ,这 样 保证 有 
fw) ,f(b,) <b,. 

如 此 继续 下 去 ,要 么 到 某 一 步 时 ,得 到 一 分 点 c,, 使 得 f(c,) = 6,, 取 c=c, 即 
可 ;要 么 这 种 步骤 可 无 限 地 进行 下 去 ,得 到 一 个 闭 区 间 列 | [a,,b,] | , 它 满足 如 下 
性 质 : 

[oo C [oo (=12); 


二 二 ml 本 
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fla,) a,, f(b,) < Lb,. 
由 闭 区 间 套 定理 ，3c 使 得 
lima, -攻读 = limb,. 

又 由 fx) 的 单调 性 ,有 

He-0) = limf(a,) > lima, = 6, 

fl(c+0) = lim f(b.,) < limb, Si 
由 此 ,利用 /(x) 的 单调 递增 性 ,可 得 

<fl(c-0)<f(e) fl(c+0) 入 cc， 














即 Ac) = c. 
证 法 2 用 确 界 原理 . 令 = |x|x e [a,b] ,f(x) 三 x). 显然 E 关 名 , 故 有 上 
确 界 c. 易 知 


1) 由 a <c<f(e) </(5) < 5 及 /的 单调 性 知 ,f(c) <f(f(c)), 故 f/(c) e 
E. 当然 , fl c) ec. 
2) Vx e ,由 f 的 单调 性 ,f(x) 三 J(o) ,而 x 二 f(x) ,所 以 x fe), 故 c < 
fle). 
由 1)、2) 知 , f(c) = 
例 2.16 设 /(x) 是 定义 在 [0,1] 上 的 函数 ,满足 以 下 条 件 : 
(1) f(0) >0,f(1) <0; 
(2) 存在 一 个 连续 函数 g(x) ,使 得 /+g 在 [0,1] 上 单调 增加 . 
证 明 : /在 (0,1) 内 有 零点 . 
证 明 用 区 间 套 定理 . 记 [a,5] = [0,1] ,将 区 间 [a,b] 二 等 分 ,分 点 记 为 c， 
若 f(c) =0, 则 问题 得 证 ; 若 f(c) 关 0, 取 
局 车 fc) < 0， 
[c,b5]， 若 f(c) > 0. 
再 将 区 间 [ a ,51] 二 等 分 ,分 点 记 为 c1, 若 /(c,) =0, 则 问题 得 证 ;车 f(c,) zz0， 
取 
te 人 
[c,b]， 夺 f/f(c) > 0. 
如 此 进行 下 去 ,要 么 到 某 一 步 时 ,得 到 一 个 分 点 c,, 使 得 f(c,) =0, 则 问题 得 
证 ;要 么 这 一 过 程 可 无 限 地 进行 下 去 ,得 到 一 闭 区 间 列 |[ a,,b,] | , 它 具有 如 下 性 
质 : 





[ay 二 [a,,b,] ,n Se 


ba = ba) 0(n 0) 





fla,) > 0,f(b,) < 0 
由 闭 区 间 套 定理 ,存在 xo e [a ,b,]， Vn, 满 足 lima,， = = limb,. 由 f+g 的 单 
调 性 可 知 ,f+g 在 [0,1] 上 至 多 有 第 一 类 间断 点 ,而 且 
Nes) + gles) <1) + 8(%) 1b) + eb). 
在 上 式 中 , 令 n 一 % ,并 注意 到 g(x) 的 连续 性 ,有 
flxo -0) +g(xo) fx0) + g(x0) f(xo +0) + g(xo), 
即 
flxo -0) f(x) fxo +0). 

再 由 f(a,) >0,f(b,) <0 可 知 ,f(x -0) 宇 0,f(xo。 +0) 友 0. 结合 上 式 可 得 : 
f(x0) =0. 

例 2.17 设 fl(x) 在 [a,b] 上 连续 , 且 有 唯一 最 小 值 点 wo. 若 x, es [a,b]， 
lim f(x%,) = f(xo) ,证 明 :limx， = 0: 

证 明 假设 limx, 关 wo, 则 se。> 0, 在 {x,| 中 可 选取 子 列 {x, |, 满足 
二 站 |> 56， 由 于 这 个 子 列 有 界 ,由 致密 性 定理 ,可 从 它 中 再 选取 一 个 收敛 子 
列 , 仍 记 为 jx | ,使 x 一 x6 (一 oo ). 显然 xs [a,b], 目 x 了 v0. 于 是 

Ham) = Him f(s) = limf(%,) = eg)， 
这 与 最 小 值 点 的 唯一 性 矛盾 . 
例 2.18 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,并 且 对 任意 的 x es [a,b], 存 在 ye [a,b]， 


使 /J(y) |< 方 |/(x) |. 求证 :3 e [4,5], 使 1(E) = 0( 西 北大 学 )， 














证 明 Vxo s [a,b], 由 已 知 条 件 , 3x, e [a,5] ,使 |f(x,) [< 地 f(s) |. 对 
这 个 ,又 3% e [a,6], 使 fs) | 和 于 Km) < 三 |Km)| 如 此 下 去 ,可 得 到 


一 个 数列 |x| C [4b], 满足 f(x,) |< 去 |/(xo) | 由 致密 性 定理 知 ,存在 |x,1 的 


子 列 |x,| ,使 mx,, = & e [a,b]. 再 由 f(x) 的 连续 性 可 得 ; |f(8) |<0, 即 f(&) =0. 
例 2. 19 证 明 . 若 f(x) 在 [a,b5] 上 只 有 第 一 类 间断 点 , 则 f(x) 在 [a,b] 上 有 界 . 
证 明 假设 f(x) 在 [a,5b5] 上 无 界 , 则 对 每 一 个 自然 数 n, 存 在 互 异 点 列 |x,| C 

[a,b] ,使 |f(x,)|>n. 由 致密 性 定理 ,存在 |x,| 的 子 列 jx 上 从 xo 的 左 方 或 布 方 

收敛 于 ,但 {f(x )| 不 收敛 , 即 扎 xz -0) 与 f(x。+0) 不 存在 . 这 与 f(x) 只 有 第 

一 类 间断 点 矛盾 . 

例 2.20 设 /:R 一 R 是 连续 函数 , 记 /" =f。f。…。f 为 f(x) 的 n 次 复合 . 假 

设 fx) 没 有 不 动 点 , 即 对 任意 x,e R 均 有 f(xo) 闫 xo 证明; 对 任意 wx, eR, 数列 
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1"(xo)} 是 无 界 的 (华东 师 大 ). 

证 明 用 反 证 法 . 记 g, =f",n=1,2,…. 若 存在 wx es 有 ,使 得 jg (xo)| = 
|f"(xo)} 有 界 , 则 1g, (xzo)} 存在 一 个 收敛 子 列 , 仍 记 为 它 本 身 , 设 limg,(xo) =a. 
由 g(xo) =f[g,(%o)] 和 了 的 连续 性 , 令 n 一 % ,可 得 ao =f(a), 即 f 有 不 动 点 a， 
这 与 已 知 条 件 矛盾 , 故 对 任意 x eR, 数列 |/ "(x ) | 是 无 界 的 . 

例 2.21 用 有 限 覆 盖 定理 证 明 根 的 存在 定理 , 即 设 f(x) 在 闭 区 间 [a,b5] 上 连 
续 , 且 f(a)f(5) <0, 则 存在 &e (a,6) ,使 得 f(é&) =0. 

证 明 用 反 证 法 . 假设 Vxe (a,b) ,f(x) 关 0, 不 妨 设 f(x) >0. 由 f(x) 在 [a， 
4b] 上 的 连续 性 , Va e [a,b], 6, >0, 使 得 对 Vxi,x,e0(a,6,.)NN[a,b], 均 有 
f(x1)f(x,) >0. 让 a 取 遍 [a,b] 可 得 一 个 开 集 集 五 = 10(a,6,)lae[a,b]| , 它 构 
成 了 [a,5b] 的 一 个 开 覆 盖 . 由 有 限 履 盖 定 理 ,存在 瑟 中 有 限 个 互 不 相交 的 开 集 
0(a) ,0(o) ,…,0(&) ,将 区 间 [a,6] 覆 盖 , 即 U0(@) 5 [4a,6], 且 对 Yah， 
x? e 0(a) 站 [a,b], 有 f(x )f(x'?) > 0. 注意 到 k 是 有 限 个 ,所 以 f(x) 在 [a， 
b] 上 每 一 点 的 函数 值 都 同 号 ,这 与 f(a)f(5) < 0 矛盾 . 因此 存在 上 e (a,b) ,使 得 
f(é) =0. 

二 一致 连 续 性 

1. 函数 所 xz) 在 区 间 7 了 上 一 致 连续 是 指 : Ve > 0, 36 > 0, Vx ,x，e J, 只 要 
|x1 — x | < 5, 就 有 |f(x1) -f(x,)|< 2. 其 本 质 是 说 f(x) 在 区 间 上 的 变化 是 相 
对 均匀 的 . 

证 明 函 数 /(x) 在 区 间 7 上 一 致 连续 常用 的 方法 :1) 用 定义 ;2 ) 利 普 硕 茨 (Lips- 
chitz) 条 件 ;3 ) 导 函数 有 界 . 若 7 = [a,b] ,只 需要 证 明 f(x) 在 [a,b] 上 连续 即 可 . 

一 致 连续 函数 的 运算 性 质 与 连续 函数 不 尽 相 同 , 请 注意 以 下 各 命题 与 连续 函 
数 相 应 命题 的 异同 . 

(1) 设 f(x) 与 g(x) 在 区 间 T 上 一 致 连续 , 则 f(x) + g(x) 在 7 上 也 一 致 连续 ; 
且 有 界 ( 在 无 限 区 间 上 一 致 连续 的 函数 未 必 有 界 , 如 :f(x) = x); 

(3) 若 f(x) 与 g(x) 在 有 限 区 间 7 上 一 致 连续 , 则 所 x)g(x) 也 在 7 上 一 致 连续 
( 易 证 有 限 区 间 上 的 一 致 连续 函数 必 有 界 ) ; 

(4) 若 f(x) 在 区 间 7( 有 限 或 无 限 ) 上 一 致 连续 , 且 有 正 的 下 确 界 (或 负 的 上 
确 界 ) , 则 元 5 在 7 上 也 一 致 连续 ; 

(5) 设 f(u) 在 区 间 U 上 一 致 连续 , g(x) 在 区 间 7 上 一 致 连续 且 g( 站 CUV, 则 
复合 函数 1。 g(x) 在 区 间 了 上 也 一 致 连续 . 





需要 特别 注意 的 是 ,连续 函数 的 反 函 数 的 连续 性 定理 ,对 一 致 连续 性 未 必 成 
立 . 例如 , f(x) = 1 se 致 连续 ,而 它 的 反 函 数 广 (x) = x 在 (0， 
+ o ) 上 却 不 一 致 连续 . 但 对 有 限 区 间 而 言 ,结论 仍 成 立 . 

2. 证 明 函 数 所 xz) 在 区 间 了 上 不 一 致 连续 ,常用 的 方法 : 

1) 用 定义 , 即 证 3e。> 0, V6 > 0,3x',x” Ee 7, 尽管 |x* -x"|< 6, 但 
[f(x’) -f(x") | 2oi 

2) 用 序列 法 , 即 证 : 37 上 的 两 个 序列 {x') , |x)， 尽管 im(%; 一 汉 ) = 0, 但 
lim[f(x,) ~- f(x)] = A#0. 

首先 ,我 们 给 出 f(x) 在 区 间 7 上 一 致 连续 的 几 个 充 要 条 件 , 其 结论 可 作为 一 致 
连续 的 判别 法 则 使 用 . 

例 2.22 证 明 . 设 f(x) 在 有 限 区 间 (a,b5) 上 连续 , 则 f(x) 在 (a,b5) 上 一 致 连 
续 的 充 要 条 件 是 : lim f(x) = f(a+0), limf(x) =Ab-0) 都 存在 且 有 限 ( 山 东 大 
学 ,南开 大 学 ). 

证 明 (=). 定义 函数 





fla+0), x = a, 
F(x) = (f(x), o<x<b, 
f(b-0), %x=%, 
则 F(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 . 由 康 托 ( Cantor) 定理 , F(x) 在 [a,b] 上 一 致 连 
续 . 显然 ,对 于 一 致 连续 函数 , 当 定 义 域 缩小 时 ,其 一 致 连续 性 仍然 保持 . 于 是 F(x) 
在 开 区 间 (a,5) 上 也 一 致 连续 ,从 而 f(x) 在 (a,b5) 上 一 致 连续 . 

( 污 ). 若 f(x) 在 (a,b5) 上 一 致 连续 , 则 Ve >0,36>0(0 <6<b-a),Vx’， 

x" E (a,0) ,只 要 |x -x"|<6, 就 有 

[f(x’) -f(x")|< 人 
将 x',x" 取 在 (a,a +6) 或 (5b -6,5) 内 ,由 柯 西 收敛 准 则 可 知 , lim f(x) 与 im f(x) 
存在 且 有 限 . 

注 2.2 若 (a,b) 是 无 限 区 间 , 则 本 例 的 条 件 是 f(x) 在 (c,》) 上 一 致 连续 的 
充分 条 件 , 但 不 必要 . 例如 , f(x) = x,g(x) = sin x 都 在 ( -wm ,+ %) 上 一 致 连续 ， 
但 作 -%) =-%m,f(+%) =+%, 而 g(--%),g(+%) 均 不 存在 . 

对 无 限 区 间 ,其 充分 性 的 证 明 如 下 : 

设 f(-%) 与 (+ %) 存在 且 有 限 ,f(x) 在 (-%,+%) 上 连续 , 则 由 柯 西 收 
敛 准则 ,Ve > 0, 3M > 0, 当 x',x”> 导 或 x',x”< -MM 时 ,都 有 

[f(x’) -f(x")|< Ee. (1) 

由 于 f(x) 在 [-M-1,M+1] 上 连续 ,所 以 一 致 连续 , 故 对 上 述 se > 0, 36, > 














54 考研 数学 分 析 总 复习 精 选 名 校 真 题 








0,Vx',x* Ee[-M-1,M+1], 只 要 |x' -x"|< 6, 也 有 式 (1) 成 立 . 

取 6 = min15 ,1 >0, 则 Vx',x*e(-%m,+%) 及 |x' -x"|<6, 总 有 式 (1) 
成 立 , 从 而 f(x) 在 ( - % ,+ % ) 内 一 致 连续 . 

类 题 蔡 f(x) 在 [a,+%) 上 连续 ,有 目 lim f(x) 存在 . 问 :f(x) 在 [a, +%) 上 
是 否 有 界 ?是 否 能 取 到 最 大 、 最 小 值 ?是 否 一 致 连续 ? 

提示 “第 一 .第 二 问 参见 例 2.9 ,第 三 问 参见 注 2. 2. 

例 2.23 证 明 : 函 数 风 xz) 在 区 间 7 上 一 致 连续 的 充 要 条 件 是 :V 1z ,fx C 
7, 只 要 lim(zi- 允 ) = 0, 就 有 lim(f(*) - 厌 允 )) = 0 (华中 理工 大 学 ). 

证 明 (一 ). 因 为 Kx) 在 7 上 一 致 连续 ,所 以 Ve >0,36 >0,Vx’,x” e 了 
只 要 |x -xw|<6, 就 有 |f(x’) -xi)|< se: 

对 上 述 5 > 0, 由 lim(%, x) = 0 可 知 , 3N >0, 当 n > N 时 ,有 |x’-x"|< 
6, 从 而 [f(x%) -了 x)|< ,此 即 为 lim[f(x,) -f(x%)] =0. 

(< 寻 ). 用 反 证 法 . 函数 (x) 在 1 上 不 一 致 连续 可 表述 为 : je。> 0, V5 > 0， 
x’ ,x”e J, 尽管 |x’ -x"|<6, 但 |f(x’) -f(x’) | eo. 


取 5 -= 上 ,n = 1,2,…, 相 应 地 存在 x' ,ww e 71, 满足 
n 





1 
[| < 7 f(x) -f(x) |> eo 

显然 , lim(x- 允 ) = 0, 但 lim[/(w,) - 灰 邓 ) ] 产 0, 矛盾. 

注 2.3 这 个 例题 的 结论 ,为 判断 函数 在 区 间 了 上 不 一 致 连续 提供 了 便利 的 方 
法 . 例如 ,证 明 : f(x) = Inx 在 (0, + % ) 上 不 一 致 连续 

取 x' = et) = Ne 则 有 

lim(% 一 地) = 0， 但 lim[f(x%) -fx2)] =-1 0. 

由 此 可 知 , f(x) = In x 在 (0, + % ) 上 不 一 致 连续 . 

类 题 证 明 ; f(x) = 9 各 在 ( -1,0) 和 (0,1) 上 一 至 连续 ,但 是 在 0 < 
x| < 1 上 并 非 一 致 连续 

提示 f(x) 在 (-1,0) 和 (0,1) 上 的 一 致 连续 性 ,利用 例 2. 20 易 证 . 至 于 
Ha) 在 0 < |x| < 1 上 的 非 一 致 连续 性 ,可 取 允 = 二 ,以 = -二 ,n = 2,3,…, 显然 
































EA 


. 1 
[f(x') — f(x") | = 2nsin 一 天 0(7 一 oo ). 





例 2.24 定义 w(5) = sup ,x") -f(x") |, 称 w(6) 为 Kx) 在 (a,b) 上 
ee 
名 pe 
的 连续 模 . 证 明 :f(x) 在 (a， 由 = 致 连 连续 的 充 要 条 件 是 :limw(5) = 0. 
证 明 (后 ) .者 limw(6) =0, 则 Ve >0,36 >0, 当 0 <6 <5 时 ,有 


w(6) = Su ， [f(x') — f(x”) | < ge. 于 是 ，Vx',x” Ee (a,b), 只 要 |x’ 一 x" | < 
| x'-x" |<8 

6 <61, 便 有 |f(x') -f(x")|< 8, 即 f(x) 在 (a,b) 上 一 致 连续 

(一 ) 显然 . 

类 题 设 f(x) 在 [a,b5] 上 连续 ,证 明 : 存 在 函数 wx) ,在 (0, + o ) 上 具有 下 
述 性 质 : 

1) w(x) 在 (0, + o ) 上 单调 上 升 , 当 x 二 5 -a 时 ,w(x) 为 常数 ; 

2) Vx’,x" e [a,b], 有 |f(x’) -fx") | x -x"|); 

3) lim y(t) =0 ( 北 师 大 ). 

提示 根据 连续 模 的 性 质 ,可 定义 (x) 如 下 : 

w(x) = sup Ri) -Ko 0O<x<b-a, 
W(x) = we 
M-m, b-awx, 

其 中 以 = max IA(*)|, m= inf, [f(x) 上 

当 %, > xi > 0 时 ,显然 of ) <o(xz) , 故 峭 0*) 具有 性 质 1). 

由 上 确 界 的 性 质 , 易 知 y(x) 具有 性 质 2). 

由 f 在 [a,5] 上 的 一 致 连续 性 及 例 2. 24 知 , y(x) 具有 性 质 3). 

注 2.4 利用 连续 模 的 佑 值 w(6) < M5' 可 求 出 一 致 连续 定义 中 所 需要 的 
6(s). 例如 , f(x) =wxes(0,1), 则 Vxyes(0,1), 当 lx-yl<56 时 ,有 

w(6) =supl 和 -和 |=suplzx-y Ix +xy +y | 
< 3suplx - y| 36. 


由 此 可 见 ,， Ye > 0, 取 6 = 全 即 可 . 


例 2.25 f(x) 在 有 界 实数 集 上 一 致 连续 的 充 要 条 件 是 : f 把 中 的 柯 西 列 
变 为 R 中 的 柯 西 列 . 

证 明 (二 ). 若 ff 在 A 上 一 臻 连 续 ， 则 Vs > 0， 3 了 6 >0,Vx',x” Ee 五 ,只 要 
lz 一 x"|< 6, 就 有 |f(x’) -Xe)|< 2 

设 |x,| 是 EF 中 任 一 柯 西 列 , 对 上 述 6 > 0,3N > 0, 当 n,m > N 时 ,有 
Ix, 一 x | < 6, 从 而 有 |f(x,) -f(x,)|< e. 这 表明 [f(x,)| 是 柯 西 列 . 
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(<) 假 设 Ax) 在 上 非 一 致 连 续 , 则 3eo > 0, 对 8 = (n= 1,2,…) , 相 
应 地 存在 尺 和 必 ， 尽管 |x,- 必 | < 工 ,但 


(f(x) -f(x") | 20 

注意 到 |x'| 是 有 界 数列 ,由 致密 性 定理 , 它 存 在 收敛 子 列 x 一 xo(k 一 %). 与 此 
相对 应 的 fx” 也 有 一 个 子 列 x 一 xo(k 王 0% ). 即 w ,ww XX ,是 
E 中 的 柯 西 列 , 但 fx% ) ,fx ) ,f(x ), f(x, ),: yf) ,f(x ) ,… 却 发 散 , 不 
是 柯 西 列 . 

注 ”必要 性 的 证 明 没 有 用 到 的 有 界 性 . 

例 2.26 按 一 致 连续 的 定义 论证 : 

(1) Vx 在 [0, + o ) 上 一 致 连续 ; 

(2) In x 在 [1, + o ) 上 一 致 连续 . 

证 明 (1) Ye >0, 取 5 =e >0,Vx' x" e [0,+%), 当 |x' -wr|<6 时 ， 
分 两 种 情形 讨论 . 

1) 当 max|x',x”| 三 时 ,有 

















六 了 Lh 
X 一 区 了 上 x”| < 6 a 
0 As2 Eg 
2) 当 maxix',x”| < a 时 ,不 妨 设 x' 三 x”, 则 有 
<Vx < Ve = 2. 





所 以 r 在 [0,+ w ) 上 一 致 连续 
(2) 我 们 将 会 用 到 一 个 熟知 的 不 等 式 : 
In(1 +%x) x (xx 三 0). (1) 
Ve >0, 取 6 = >0,Vx’,x” € [1,+ oo ) , 当 |x' -x"|< 6 时 , (不 妨 设 
x' 三 x”) ,有 





“| = 


加 加 (应 用 了 式 (1)) 





了 Wm 
a 
In(1 + 7 ) < 
X 
= Ix’ -x”|<e. 


所 以 In x 在 [1, + om ) 上 一 致 连续 . 


例 2.27 设 f(x) = 二 sin ,a > 0 为 正常 数 . 试 证 :f(x) 在 (0,a) 内 非 一 


致 连续 ,在 [a, + w ) 上 一 致 连续 ( 兰 大 )， 
证 明 (1) 证 明 f 在 (0,a) 内 非 一 致 连续 . 
最 大 3 一 上 一 


2nT 十 的 2nT 一 





lnx' -lnx 











4nmT+T+1l .4nm -m+l 





但 [fx%) -fx )|= 


1 Qt 
故 f 在 (0,a) 内 非 一 致 连续 . 
(2) 证 明 f 在 [a, + o ) 上 一 臻 连续. 
只 要 证 明 f'(x) 在 [a, + o ) 上 有 界 即 可 . 事实 上 ， 
Po = 1 1 1 x+2 1 














orl) x WB tl ww’ 
1 1 1 ) 
了 人 一 一 前 
F(x) | (CT 六 [se 
1 1 全 
< A ANM a 
ee 所 这 


类 题 证 明 : f(x) = xe”| ed 在 [0, + m ) 上 一 至 连续 . 


提示 “只 需 证 明太 (x) 在 [0, + % ) 上 有 界 即 可 ,为 此 只 需 证 明 lim 了 '(x) 存 在 
且 有 限 即 可 . 

例 2.28 若 周 期 函数 1(x) 在 (- % ,+ %) 上 连续 ,证 明 : 

(1) f(x) 在 (- % ,+ o ) 上 一 致 连续 ; 

(2) f(x) = sin2x + sin wx? 不 是 周期 消 数 . 

证 明 (1) 设 7 为 fx) 的 周期 , 则 f(x) 在 [0,27] 上 一 臻 连续, 即 Ve > 0， 
36 >0, Vx',x” Ee [0,27] ,只 要 |x - x"|< 6, 就 有 

[f(x') -f(x")| < 人 

Vx',x”e R, 满足 |x’ -x”| < 6 < 了 7, 则 必 存 在 整数 m, 使 x = mT +t ,x”= 
mT + tw 有 目 min(t',t"| e [0,7]. 于 是 , t,t E [0,27] 且 满 足 |w -ww|= 
jx 一 x”|<6, 故 Fx’) 一 fx")|= Ko -fw) |<e. 这 就 证 明了 f(x) 在 R 上 
一 致 连续 . 

(2) Kx) 在 (- ,+o) 上 连续 显然 . 若 Kx) 是 周期 函数 ,由 (1) 知 , f(x) 在 
(- o, + %) 上 必 一 致 连续 ,所 以 只 要 证 明 f(x) 在 (- om，+ oo ) 上 不 一 致 连续 
即 可 . 


事实 上 , 取 刀 = /2nm + 本 , 鸡 = /2nm 一 了 ,ma = 1,2,…. 尽管 
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|x 一 和 刀 | = "0 (7 一 oo )， 
Jim + 于 + Pom- 王 
但 (flx') -Ai)|1= sinxz -sin+2| 一 2 天 0 (n 一 %w), 故 f(x) 在 (-%， 
+ o ) 上 不 一 致 连续 . 








这 里 应 用 了 |sin ws -sinw'| = |sin x — sin x | |sin x’+ sin ”| 
了 nm 了 m 
和 ,十 和 和 人 一 和 
= 4 COs n n|。 sin n n 
2 2 














<2|x'-x |>0 (n— % ). 
例 2.29 设 和 为 正 实数 ,确定 使 x* 在 [0, + om ) 上 一 致 连续 的 和 的 范围 以 及 
使 x* 在 [0, + o ) 上 不 一 致 连续 的 和 的 范围 (要 叙述 过 程 )( 川 大 ). 
解 ” 当 和 A = 工时 ,* 显然 在 [0, + o ) 上 一 致 连续 . 
下 证 : 当 0 < 和 A <1 时 ,x* 在 [0, + o ) 上 一 致 连续 ; 当 和 人 > 1 时 ,x* 在 [0,+%) 
上 不 一 致 连续 . 
事实 上 , 当 0 < 和 <1 时 ,因为 x* 在 [0,1] 上 一 致 连续 ,所 以 只 要 证 明 它 在 [1 ， 


+ % ) 上 一 致 连续 即 可 . 由 (x*) = -外 在 [1, + % ) 上 有 界 可 知 ,x* 在 [1 ,+ % ) 
上 一 致 连续 
当 和 A > 1 时 , 取 x’=n,x”=nt+ 























1 


A-1 和 


尽 


事 











(二 


故 wx" 在 [0, + % ) 上 不 一 致 连续 . 
从 例 2. 27 可 以 看 出 , 寡 函 数 要 想 在 无 限 区 间 上 一 致 连续 , 当 x 充分 大 时 ,其 增 
长 的 阶 数 不 超过 1 阶 . 对 一 般 的 函数 也 有 同样 的 结论 ,请 看 下 面 的 例题 . 
例 2.30 设 f(x) 在 (- ,+o) 上 一 致 连续 , 则 存在 非 负 实数 c 和 2, 使 
Vxe(-o,+o), 都 有 
f(x) | alx|+b. 
试 证 明之 (云南 大 学 ;南开 大 学 ). 





证 明 ”因为 f(x) 一 致 连续 ,所 以 Ve > 0,36 >0,Vx’,x*e(-%,+%), 
只 要 |x' -xi 和 6, 就 有 Kx ) -Kx )|< ae. 

现 将 。 > 0,6 > 0 固定 .由 于 Vx e(-%,+%), 存 在 整数 n, 使 得 x = n6 + 
x0o, 其 中 x。e (6,6). 注意 到 f(x) 在 [ -6,6] 上 有 界 , 即 3M > 0, 使 得 |f(x) | 
M. 因此 ， 

f(x) = f(nd + wo) 


n 


= > 1HB+a) -ALE -1)6+z +f(xo), 


k=1 


A | 2 AHB + a0) -FIOE- 16+] lt IAso) | 
= Inle+M. 


% 一 %0 


由 “= 码 + 坟 知 ,|n|= | 各 |, 代 人 上 式 ,有 








过 2 © 
VO) |< Sle -sltMe Elalt (M+ sl |) 
< |x|+ (M+ s). 


记念 =a,M+e =b, 则 a > 0,5 > 0, 使 
f(x) | 二 alx|+b,Vx eE(-w%,+%). 
类 题 设 函 数 /(x) 在 开 区 间 (1, + o ) 上 一 致 连续 . 证 明 . 
(1) lim f(x) 存在 且 有 限 ; 


(2) 函数 大 2 在 (1，+ w ) 上 有 界 (南开 大 学 )， 
提示 〈1) 人 参见 例 2. 22 必要 性 的 证 明 ; 
(2) 重 复 例 2. 30 的 证 明 可 得 : 3a,6b 三 0, 使 |f(x) | ax +b. 


由 此 可 得 A < a +b, 有 界 . 











例 2.31 设 f(x) 在 [a, + o)(a > 0) 上 满足 利 普 希 茨 条 件 ， 
[flx) -KRy)| 和 Ex -yl Vr,y e la,+%). 
证 明 ;人 各 在 [a, + %) 上 一 致 连续 
证 明 只 要 证 明 友 2 在 [o, + w ) 上 满足 利 普 希 获 条 件 即 可 , Vx e [a, + me ) ， 
由 |f(x) -fla)| 夺 kx -a| 可 得 
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精 选 名 校 真 题 





fl) | |f(a) |+ klx -al 
Vx,y e La, + % ) ,考察 


A -AD A) -A + RD 


x 
f(a) |+ kly-al. | 
XY 











< fx) -A9)1+ 


| | lz-y| 
a a [48 和 


Ss ol) yy 


a 


-Jy| 





] - 











这 表明 妈 2 ) 在 [a, + w ) 上 也 满足 利 普 希 茨 条件. 


例 2.32 设 f(x) 在 [a, + o) 上 连续 , 当 x 一 + o 时 ,y = cx(c 为 常数 ) 为 
fx) 的 渐 近 线 ,证明 :f(x) 在 [a, + o ) 上 一 致 连 

证 法 1 令 F(x) =f(x 0 
由 注 2.2, f(x) 在 [a, + o ) 上 一 致 连续 . 而 y = cx 显然 在 [a, + o ) 上 一 致 连续 ， 
故 f(x) = (x) +y 在 [a, + co ) 上 一 致 连续 . 

证 法 2 直接 证 明 .由 lim [f(x) - cx] = 0,Ve >0,3M>0, 当 x 之 计时 ， 
有 |f(x) -ex| < 2/3. 


于 是 , 取 6 = -2 > 0,Vx',x” > M, 且 | -wxw'|< 6, 有 

















3|c| 
fr’) -Ke Is fx’) = ex’ |+ Ke = exr|+ le -2) | 
二 
5 





即 fx) 在 [M, + o ) 上 一 致 连续 . 而 f(x) 显然 在 [a,M+1] 上 一 致 连续 , 故 f(x) 
在 [a, + % ) 上 一 致 连续 . 
例 2.33 设 o(x) 在 R 上 连续 , 且 
人 人 -0 


证 明 :(1) 若 7 为 奇数 ， 则 存在 %。 满足 x" + p(x) = 
(2) 若 nn 为 偶数 , 则 存在 y, 使 得 Vx, 有 
y” +9(y) x + p(x). 
证 明 (1) 当 为 奇数 时 , 36 > 0, 使 2 他 < 二， 故 




















六 和 [1 + 0 ]> > 0; 





同时 存在 a < 0, 使 29 < 于, 故 





a” +9p(a) = ol + ]< < 0. 
对 入 +o(x) 在 [a,b] 上 应 用 根 的 存在 定理 即 可 . 
(2) 当 为 偶数 时 , 则 3c > 0 ,满足 c" > 2p(0) , 即 当 |x| > ce 时 ,|2(2) 
故 当 |x | > C 时 ， 


x" + p(x) =| + | > pe > op(0). 





7 








取 a >c, 当 |x|>a 时 , 仍 有 x” + p(x) > pg(0), 所 以 x" + p(x) 在 R 上 的 最 小 值 
必 在 [ -a,a] 内 取 到 . 设 在 y 点 取 到 , 则 Vx e 及 ,有 和 +9p(y) 三 x” + p(x). 
最 后 ,我 们 看 一 个 使 用 一 致 连续 性 的 例子 . 
例 2.34 设 函 数 作 x) 在 [0, + wm ) 上 一 臻 连续 , 目 Vx 宇 0, 有 limf(x +n) = 
0(n 为 正 整 数 ). 试 证 : lim Kx) = 0( 江 西 大 学 ;上 海 师 大 ;中 科 院 计算 中 心 )， 
证 明 因为 f(x) 在 [0, + mw ) 上 一 致 连续 ,所 以 Ys > 0,38 > 0, Vx',x" e 
[0, + o ) ,只 要 jx -wx”| < 5, 就 有 


Re A | (1) 
对 固定 的 8 > 0, 取 大 > 二 且 为 正 整数 ,将 [0,1] 区 间 上 等 分 记分 点 = 


二 (i =1,2,…,) , 则 每 个 小 区 间 的 长 度 x; - %;，= i < 沟 





由 已 知 条 件 ,对 每 个 x = 地 ,有 limf(% +n) =0. 故 对 上 述 e > 0, 3N, > 0， 
当 n > N, 时 ,有 |f(x, +n)|< 令 N = max |N,| > 0, 则 当 n > N 时 ,有 


fw; +m1< (i = 1,2,.,k). (2) 
Vx > N, 记 n = [x|] 三 NN, 因为 x-ne[0,1), 故 3ie |1,2,…,k| ,使 得 
ji(x-n) -x|<6, 即 |x (n+x)|<56, 由 式 (1), 有 
fx) -fn+w)|< 
再 由 式 (2) ,有 
(fCx) ERAx) -fn +x)|+ Ifln + wi) | 
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即 lim f(x) = 0. 

本 题 亦 可 用 反 证 法 予以 证 明 

事实 上 , 若 结 论 不 对 , 则 存在 3a。 >0, 对 VneN, ,相应 地 存在 x, > mn, 使 得 
Im) | >e0. 

记 y,=% ~-[%,], 则 0<y, <1. 由 |y,| 的 有 界 性 知 , 它 存 在 一 个 收敛 子 列 , 不 
妨 设 为 它 本 喘 ,满足 limy, =%0 ,或 lim (y， —%0) =0. 

由 f(x) 在 [0, + %w ) 上 一 致 连续 可 知 ,对 上 述 se, >0, 46, >0, Vx,ye[0， 
+m ) ,只 要 |z -y | <6, 就 有 |f(x) -A(y) | < 也 于 是 , 当 充分 大 时 ,有 


| ([x,] + Xo) SL + y,) | |y, — xo | < 6,, 
从 而 有 


[AEa] + a0) -fs) | = [fs] + 40) -所 [ma] +y,) | < 


由 此 可 得 
Kx + ro) | = fC,) + f(z] + ro) -fx,) | 


> fw) 1- IKIaJ ra) -Ka)1>a- 皇 = 所 
这 与 jn/Cn+am) =0 的 假设 矛盾 


第 三 讲 ”一 无 明 数 的 微分 学 


在 这 一 讲 中 将 涉及 函数 的 导数 与 微分 高 阶 导 数 、 微 分 中 值 定理 及 其 应 用 、 泰 
勒 公式 及 其 应 用 、 利 用 导数 研究 方程 根 的 存在 性 等 . 





一 导数 与 微分 
1. f(x) 在 点 xo 可 导 , 其 导数 
4 X Ax = % 
fi a i > f(xo) 
_ 1 Ar 
Ce 


若 仅 考虑 x 一 xs (Ax 一 0 ) 或 x 一 xi (Ax 一 0!') 就 得 到 其 左 、 右 导数 , 记 为 
f'_ (xo) ~、f "(Xo0). 

定理 f(x) = A (m0) =f',(%0) = 4. 

这 个 定理 主要 用 来 判断 分 段 函数 在 分 段 点 处 的 可 导 性 . 

2. f(x) 在 x 点 可 微 是 指 : Ay = f(xo)Ax +o(Ax) (Ax 充分 小 ). 
dy = 广 (xo)Ax 称 为 1(x) 在 点 xz 的 微分 ,习惯 上 写成 dy = f(xo) dx. 

3. 可 导 与 可 微 的 关系 

对 一 元 函数 ,可 导 全 可 微 . 

4. 可 导 ( 可 微 ) 与 连续 的 关系 





所 xz) 在 点 和 可 导 县 f(x) 在 点 6 连续 去 f(x) 在 点 x。 有 极限 . 
例 3.1 讨论 在 什么 条 件 下 ,函数 
2a 281 x 
[ |x| ] ,x 0, 
0 ， X =0 


在 点 x = 0 可 微 
解 由 定义 ,需要 计算 
Ws 


X% 一 0 





[|x|*¥]. 


当 x > 0 时 ,0 ri 
A 


当 w <0 时 ,，- |x|*%+8)-! 


NX 


精 选 名 校 真 题 
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所 以 当 是 仅 当 2(a + B) > 1 时 ,/'(0) 存在 且 为 0. 
当 B > 0 时 ,对 充分 小 的 |z| , 恒 有 [ |x|#] = 0 , 故 对 任意 的 a ,都 有 你 = 


0, 从 而 f'(0) = 0. 
总 之 , 当 & 并 或 有 > 0 时 , f(x) 在 点 x = 0 可 微 旦 (0) = 0. 


1 
si “sin—s, 0 < <1, 
类 题 1 设 /(x) = si |x | 
0 x% = 0， 


其 中 ,8 > 0 是 给 定 的 常数 . 问 : 在 什么 条 件 下 ， 
(1) 了 '(0) 存在 ; (2)f' 在 [-1,1] 上 有 界 ; 
提示 (1) 由 


(3) 广 在 [ -1,1] 上 连续 . 


ole ] 
. i a 1 
f'(0) = lim ~ = lim |x| A 





可 知 , 当 a > 1 时, A'(0) 存在 且 f'(0) = 0. 
(2) 当 x 关 0 时 ， 
f'(x) = az sn xsin Tos ~ Blal" sgn x cos Tops: 


易 见 , 当 a 三 B6+1 时 ,f' 在 [-1,1] 上 有 界 . 
(3) 和 欲 使 lm (zx) =/'(0) = 0, 必 须要 求 a -8-1>0, 即 a >B+1. 








类 题 2 设 f(x) = ln|x| | , 求 1'(x). 
提示 
ln x， x 三 1， 
pe — nx, 0<x<1, 
-lIn(-x), -1<x<0, 
In( — x), x -1. 


由 于 f(x) 在 x = 0 处 无 定义 , 故 了 "(0) 不 存在 . 用 定义 不 难 算出 f' (1) = - 1， 
(1) =1, 即 /1(1) 不 存在 J 和 (-1) =-1,f(-1) =1, 即 1"(-1) 亦 不 存在 . 故 


1 
2 Ix|>1, 


f(x) = 1 


-一 ，0 < lzl<1. 
和 


例 3.2 讨论 下 列 函 数 
_/0 x 为 无 理 数 ， _ /0,， x 为 无 理 数 ， 
人 和) = 4 为 有 理 数 ， 8(5) 一 - x 为 有 理 数 





的 连续 性 与 可 导 性 . 
解 对 /,Vxo 关 0, 取 5 = > 0, 在 U(x6,8) 内 对 任 一 有 理 数 * 均 有 





[f(x) | > 5, 对 任 一 无 理 数 x 均 有 f(x) = 0 .所 以 /在 x 关 0 处 都 不 连续 ,当然 也 
不 可 导 . 
同 理 , 对 g, Vxo 关 0,g 在 xo 处 也 不 连续 不 可 导 . 
当 x。= 0 时 ,由 于 |f(x) | |x|, 所 以 f 在 x。= 0 处 连续 ,但 由 于 
f(x) ~-f(0) _ 人 x 为 无 理 数 ， 
zx 一 0 1， x 为 有 理 数 
在 x 一 0 时 极限 不 存在 ,因而 /在 w = 0 处 不 可 导 . 
对 g ,由 于 


多 = f(x) 一 0 (xz 一 0)， 


所 以 g'(0) = 0. 当然 g 在 x = 0 处 也 连续 . 
注 3.1 本 例 中 的 给 出 一 个 处 处 有 定义 、 处 处 不 可 导 而 只 在 一 点 连续 的 例 
子 ; g 给 出 一 个 处 处 有 定义 ,而 仅 在 一 点 连续 、 可 导 的 例子 . 由 此 可 见 , 函 数 的 连续 
性 与 可 导 性 都 只 是 描述 函数 在 所 考察 点 的 局 部 性 态 . 
例 3.3 证 明 : 黎 曼 函 数 在 R 上 处 处 不 可 时. 
证 明 因为 R(x) 是 以 1 为 周期 的 函数 ,所 以 只 要 在 [0,1] 上 讨论 它 的 可 导 人 性 
即 可 . 又 因为 R(x) 在 有 理 点 处 不 连续 ,因此 它 在 有 理 点 处 不 可 导 . 
下 面 将 证 明 R(x) 在 无 理 点 处 也 不 可 导 . 
Va e [0,1] 为 无 理 数 , 设 a = 0. aa,…a,… 是 无 限 不 循环 小 数 ,对 任意 hz 
0 充分 小 ,分 两 种 情形 : 
当 有 ,是 有 理 数 时 ,有 
fath,) -fa) 0-0 
h, h, 
当 有, 是 无 理 数 时 , 设 h，= -0.00…a,,a,,s… 是 无 限 不 循环 小 数 , 有 
fla+h,) -fla) f(0.aia,*a,) 
下 = (a, ¥ 0). 





=0; 








1 


Mosh) -二 
h 1 


n 





107 
故 当 太一 0 或 wa 时 ,极限 lim 人 各 /一 凡人 9 不 存在 , 即 R(x) 在 无 理 点 a 处 
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不 可 导 . 
注 :这 里 用 到 了 R(x) 函数 的 定义 ( 见 例 2.2). 
例 3.4 设 函 数 f 在 x = 0 处 连续 , f(0) = 0, 且 
lim 友 2x) A) 








证 明 .f'(0) = au. 
证 明 ” 先 证 :f'(0) = a. 由 已 知 条 件 , Ve > 0, 36 > 0, Vx e (0,6), 有 
fl2x) -Ka ,| es 
或 
x(a—-e) <f(2x) -f(x) < x(a +€). (1) 
由 式 (1) 可 得 


F(a-e) <A%) -/(F)< F(a+e), 





访 (a -2) </( 字 )-/( 寺 )< 六 (a+s)， 


多 


Dn 





各 (a - 2) </(; 握 )-/( 各 )< 去 (a + 6). 


将 上 述 不 等 式 相 加 ,可 得 
1 x 1 
(1 -ja -2E) <f(x) 有 < x 人 1 -ja + E),Vn. 
令 n 一 % ,由 于 f 在 x = 0 处 连续 ,所 以 有 
x(a-e) </(x) -/(0) x(a +€), 


即 


fx) -10) _ 
x—0 


< 2. 





a 


这 表明 f'(0) = &a. 
同 理 可 证 ;:f'(0) = a. 故 f'(0) =&a. 
例 3.5 设 /(x) 在 x = 0 处 可 导 , 在 什么 情况 下 |f(x) | 在 x = 0 处 也 可 导 ? 
解 断言 : 知 Kx) 在 x = 0 处 可 导 , 当 了 (0) 和 0 或 0) = 了 '(0) = 0 时 ， 
[f(x) | 在 x = 0 处 也 可 导 . 


事实 上 , 设 1'(0) = lm A = 让 


先 看 /(0) 关 0 的 情形 . 
若 f(0) > 0, 由 极限 的 局 部 保 号 性 知 ,36 > 0, Vx e (-6,6), 有 f(x) >0. 
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电 








[flx)|- KRO) Kxz) -fH0) _ 
lm x—0 0 x—0 = 


若 f(0) < 0, 同 理 , 有 


i CD CO a 


= — lim 





再 看 /(0) =/'(0) = 0 的 情形 . 
记 g(x) = |f(x)|,; 由 /(0) = 0 知 ,g(0) = 0. 





| 
4 = 区 ”00 »=0 
le 0 =- lp'(0)1=0, 








g'(0) = lim (2 80) = lim f(x) 人 |f(0)| 





= lim A A = IF"(0)1= 0 





故 g'(0) 存在 且 为 0. 

注 3.2 由 本 例 知 , 当 f0) =0 且 /'(0) 关 0 时 ,函数 |f(x) | 在 0 处 是 不 可 导 
的 . 看 下 面 的 题目 . 

选择 题 “ 设 fx) 在 x = a 处 可 导 , 则 |f(x) | 在 x = a 处 不 可 导 的 充分 条 件 是 
( ”” ) (数学 ,人 V). 


(A)fla) =0 有 Hf'(a) =0; (B)fla) =0 且 f'(a) #0; 
(C)fla) >0 且 广 (ac) >0; (D)fla) <0 且 广 (a) < 0. 
应 选 (B). 


例 3.6 设 /x) 在 (0,1) 内 可 导 , 且 liny(z) = + wm. 证 明 :/"(z) 在 (0,1) 内 
无 界 ,但 当 * 一 1 时 ,/"(x) 未 必 是 无 穷 大 量 (华南 理工 ) 
证 明 ”和 欲 证 广 (*) 在 (0,1) 内 无 界 ,只 需 证 明 lim |/'(x) | =+% 即 可 . 事实 
电 ， 
0 A = | 
im | 0, Winn AD)) = im _ 0, 进而 


jdn fe ))” = 0. 由 此 可 知 ,在 1 附近 ln f(x) 有 界 . 注意 en ) > 0， 











: lim |/(%) |. 

















所 以 f(x) 在 1 附近 有 界 ,这 与 已 知 条 件 矛 盾 . 因此 lim os 





三 ww > 0, 从 而 


68 考研 数学 分 析 总 复习 








lim |f'(x) | =+ %. 
基本 

















i 一 和 一 一， 显然 lim f(x*) =+ wm， 且 /'(*) = 








1 -sin 


| 二) 在 1 附近 无 界 , 但 不 是 无 穷 大 量 . 
例 3.7 es 定义 在 [a,b] 上 ,xz es (a,b) ,f(x) 在 x 处 有 左 、 右 导数 ; 令 
a <a, < 和 < < ,又 设 lima， 三 limb, = xo. 证 明 .存在 子 列 a, | ,| 0, | ,使 


b 
Im (xzo) + qf "(x0), p+gqg=1. 








hw ob, 
(上 海 交 大 ) 

证 明 令 和 ,= ee n=1,2,…, 则 0 <A,<1,0<1-A,<1. 而 
f(b,) -fla,) f(b,) -fxo) fla,) -fxo) 
es J 

由 致密 性 定理 , 1A,| 有 收敛 子 列 A ,使 limAw =P. 
邻 g =1-p, 则 
(0,) -fa,,) 
lim = pf", (zo0) + (1 -pf (zo) 


= pf ', (xo) + qf "(xo). 

例 3.8 设 f 在 [0,1] 上 可 微 ,上 且 使 得 {x se [0,1] |f(x) =0 =f'(x)}= 双 
证 明 :f 在 [0,1] 中 只 有 有 限 个 零点 . 

证 明 用 反 证 法 .假设 /(x) 在 [0,1] 中 有 无 限 个 零点 |x,| .由 致密 性 定理 , 它 
存在 收敛 子 列 |x, | ,使 得 x 一 (一 %), 且 加 e [0,1]. 由 f 的 连续 性 
Hz) = limf(x,,) = 0. 于 是 由 导数 的 定义 ,有 
fsx) -fmo) 


一 Xo 








f'(x0o) = lim 
这 表明 f 和 了/' 在 [0,1] 中 有 共同 的 零点 xo, 这 与 已 知 条 件 矛 盾 . 
类 题 设 f(x) 是 [a,b] 上 的 连续 可 微 函 数 , 记 
4(p) = lz e [a,b] |f(x) =pl,peR. 
试 证 明 : 若 对 任意 xs4(p) , 均 有 f'(x) 关 0, 则 集合 4(p) 是 有 限 集 ( 中科院). 

例 3.9 设 定 义 在 R 上 的 f(x) 满足 ;对 任意 的 x。e R, 都 存在 6 > 0, 使 得 
f(xo) 三 A(x) ,x Ee (xo -6,xo +6) ,证 明 . 存 在 一 个 区 间 7, 使 得 f(x) 在 7 上 是 一 个 
常数 (大 连理 工 ). 

证 明 ”由 已 知 条 件 , 对 x e R, 相 应 地 36, =61(xi) >0, 使 得 Vxe (x, -6, ,x 





+61), 有 f(x) <f(xi). 
如 果 f(x) 在 R 的 任 一 子 区 间 均 不 为 常数 , 则 3x, e (x -6,,xi +61), 使 得 
fxs) <f x ); 
对 x, e R, 相 应 地 36, = 6, (x,) >0, 使 得 Vx e (x, -6,,%x, + 6,), 有 
f(x) 二 f(x,). 不 失 一 般 性 ,可 设 5 三 元 
如 果 f(x) 在 R 的 任 一 子 区 间 均 不 为 常数 , 则 了 jx, e (x, - 6,,x, +6,), 使 得 
fxs) <f(x,); 
如 此 下 去 ,可 得 点 列 jx, | C(x 一 61,xi +61), 满 足 x,, e (x, -x+6,)， 
0 
fxi11) <fx,), He Ts 
注意 到 |x ee 由 致密 性 定理 可 知 它 存 在 收敛 子 列 | x |， ,; 设 x 一 
x(k 一 % ). 对 x 利用 已 知 条 件 , 35 =5(x) >0, 使 得 Vx e (x -6， a 有 f(x) = 
f(x). 
由 及 5, 一 0(h>% ) 可 知 ,存在 充分 大 的 和 >0, 合 得 
Ca 2 0 . (x -6 + 6) fx, ,) </(x). 
男方 面 ,从 | 的 构造 及 :的 性 质 易 知 ,ze (x，-8，,%。，+8。) ,因此 
flx) Sflx, ) < xD)， 
这 显然 与 上 式 矛 盾 , 所 以 /在 及 的 某 子 区 间 上 必 为 常数 . 
例 3.10 设 f(x) 在 [0, + ww ) 上 二 次 连续 可 微 , f(0) =f'(0) =0 且 f"(x) 


> 0. 又 设 u(x) 表示 曲线 y = f(x) 在 点 (x, f(x) ) 的 切线 在 x 轴 上 的 截 距 , 试 求 极 
限 

















mm RK)) 
0+ u(x) f(x) 





(南京 航空 航天 大 学 ). 


证 明 利用 切线 方程 求 出 = < - .将 /uw) 在 * = 0 作 泰 勒 展开 ， 


fu) = 10) + 三 (0)u + 3 "(Eu = 3 "(Ew (在 0 与 之 间 ). 
(这 里 利用 了 当 x 一 0 时 ,u(x) 一 0 这 一 事实 . 这 一 点 不 难 用 洛 必 达 法 则 得 到 ). 于 


是 





fw) TFT 
UN a 2 页 Ti 


对 oy 和 ) I FrCz7 使 用 洛 必 达 法 则 ， 可 得 老 = eg (x—07). 
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故 原 极限 = 广 . 


二 、 高 阶 导数 
1. 熟 记 常 用 的 高 阶 导 数 公式 
kko1):(k-n+t+l)x", n<k, 


CO) 汪 轴 n = 上,( 其 中 为 自然 数 ) ; 
0， n >&k, 
(sin 和 = Sin (x 十 有。 工 )， (cos x)'™ = cos(x +n* 工 j; 


(In x)® = (-1)"! = (Ey = (1)" nl 


n+l ? 
多 


(em = ,0)® = a (ln a)". 

2. 求 高 阶 导数 常用 的 方法 . 

(1) 拆 ,合法 

当 遇 到 的 表达 式 不 易 直 接 求 导 时 ,和 常 将 它 拆 开 成 若干 项 之 和 ,然后 利用 熟知 的 
结果 或 先 求 导 一 次 ,然后 合成 一 项 ,再 利用 熟知 的 结果 . 

(2) 莱 布 尼 欧 公式 法 

若 要 求 导 的 函数 是 两 个 函数 相 乘 , 而 每 一 个 函数 的 高 阶 导 数 都 是 熟知 的 结 
或 求 导 次 数 不 是 太 高 , 则 可 直接 应 用 莱 布 尼 次 公式 

(uv)'” = > Ci ve 


r= 


























(3) 数 学 归纳 法 

当 高 阶 导数 不 能 一 下 求 出 时 ,可 先 求 出 前 几 阶 导数 ,总 结 归 纳 出 其 n 阶 导数 的 
表达 式 , 然 后 用 数学 归纳 法 加 以 证 明 . 

(4) 递 推 公 式 法 

先 求 出 前 几 阶 (一 般 是 两 阶 ) 导数 化 成 等 式 ,然后 两 边 同时 求 高 阶 导数 ,得 到 
一 般 形式 的 递 推 关系 式 

(5) 泰 勒 公 式 法 

欲求 (x) 在 x = a 处 的 n 阶 导数 值 ,可 将 f(x) 在 a 点 作 泰 勒 展开 : 


时 n) 
fs) = > Fs -0)", 














由 此 可 求 出 /A (a). 
例 3.11 求 y = ecos Bx 的 n 阶 导数 . 
解 y' = e™ (acos Bx - Bsin Bx) 





[+6 Ber 1 Bx — a pr] 
~ a 


= Va +PBre™ (cos pcos Bx - sin psin Bx) 
= Va +Bre“cos(Bx +p) ,其 中 多 = arctan 三， 
用 数学 归纳 法 , 易 证 : 


y= (oe +P)?e”cos(Bx + ng). 


例 3.12 设 f(x) = sinx (x > 0), 记 





n nl 


AD (x) = (—-1) tT Pa(%) COs% + Q, (x)sinx), 





其 中 P,(x) ,0,(*) 是 关于 x 的 多 项 式 , 求 limP,(x) 和 lim0,(*). 
解 ” 由 莱 布 尼 芯 公式 ,有 


f° (= So(t) Gsm) 
i=0 多 


> C1 isin (4 + 7) 























- >c(- Eg in 3 ee > eo-1) eo s (3 Tsing 
= a n Te Jeosert 
> sw 二 。 Te mw Jsins}. 
由 此 可 知 ， 
se > (07 5 in 3 
= > ( 令 k =n-i) 

和 
所 以 limP,(*) =- >(- 1)” 1 = — sinx, 
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2n 
和 


limQ, (x) = 2 CT = Co 
例 3.13 证 明 : 函 数 





Pe | x 0,， 
0 


多 


ll 
Ls 


在 x = 0 处 存在 任意 阶 导 数 , 且 /”(0) =0 (n= 1,2,…) . 
证 明 当 x 关 0 时 ， 


其 中 pp,( 汪 ) 是 关于 二 的 3n 次 多 项 式 (这 不 难 用 数学 归纳 法 证 明 ). 


= 
1'(0) = 加 时 一 一 lim 和 =0， 
| % 


1 
= 
% 





1 00 ef 


假设 4"?(0) = 0 , 则 有 
(n) jx) -1 (0) 
Js X 一 0 
让 
Daai | 
生 (| 


x0 和 





1 
令 一 = 
x 


0. 





lim pr (0) 三 
例 3.14 用 莱 布 尼 芯 公式 计算 y™ (0). 
(1)Yy = arcsin xi (2) y = arctan x. 
解 (1) 求 两 阶 导 数 可 得 
(1 -x )y = wy 
对 上 式 两 边 求 n 阶 导 数 , 得 
(1 -— x ) yy nxy™" 一 7(7 一 1)y'™ = MY tt) 二 ny 
在 上 式 中 , 令 x = 0 可 得 
7 (0) = wy™ (0). 
由 递 推 公式 ,并 注意 到 y(0) = 0,y'(0) = 1, 可 得 
7 (0) = 0，y%(0) = [(2k 一 1)11] ,为 自然 数 
(2) 求 导 一 次 可 得 


(n) 





(1 +x)y =1. 
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对 上 式 两 边 求 n 阶 导 数 , 得 
(1 + x )y 
在 上 式 中 , 令 x = 0 可 得 
yY (0) =- (n-1)(n-2)y"™ (0). 
由 递 推 公式 ,并 注意 到 y(0) = 0,y'(0) = 1 可 得 
7 (0) =07 (0) = (一 1)"(2k)1,k 为 自然 数 
例 3.15 设 f(x) = x arctan %, 求 A”(0) (西北 大 学 ). 
解 ” 用 泰勒 公式 ， 


十 2nxy'™ +n(n-— 1)y™™ = 0. 











(arctan x)’' = l > (- 1)"™”, xe(-1,1). 
] 十 区 n=0 
两 边 积分 可 得 
arctan x = > 人 二 xel[-1,1]. 


由 此 可 得 /(x) 的 泰勒 展开 式 
Re > Ce 





2 二 1 
于 是 ,有 
2n+11 _ (27 +11)1! 
We 
若 令 2n +11 = 21+1, 则 上 式 可 改写 为 
2041 四 rs (27 + 1)1 
(00 
综 上 ,我 们 有 
“tt 
f° (0) = 0, /2 (0) | 二 9 ， /三 3， 
0， 0</l <5, 
其 中 1 为 自然 数 . 
类 题 ” 求 高 阶 导 数 在 指定 点 处 的 值 . 
(1) 设 f(x) de “0， 求 1?(0) (华东 师 大 ); 
1 党 生 必 ， 


(2) 设 f(x) = ln (1 +x), 求 1 (0)(n 三 3)( 数 学 工 ). 


ed 27+1 
是 示 1 一 | 二 mn 和 日 [ 得 
提示 (1) 由 sin x 2 1) TR 


oO 2n 
S1n % 4 
= > (-1)"— ,x0. 
x 2 | i 9 
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由 此 知 
(—1)° 于 
Fo(0) = (42k+41? 0 
0 ， n = 2k+1, 


(2) 由 In(1 +x) = >(-D 世 (-1,1] ,可 得 


en + = FD) -二 (- 
由 此 知 ， 


jn(0) = (-D)™ (n>3). 


例 3.16 设 f(x) ,g(x) ,p(x) 有 二 阶 连续 导数 , 求 
f(x) 8(%) p(%) 
lim -3 局 f(x+h) ee(x+h) p(x+h) 
f(x +2h) g(x +2h) p(x +2h) 
(华中 师 大 ). 


证 明 因为 一 阶 差 商 2 = 全 + 名 一 太太 通 近 阶 导数 (x) . 
二 阶 差 商 





Af(x +h) _ Af(%) 
A’f(x) 时 h hh fx +2h) -2f(x +h) +f\x) 
h? h 7 








逼近 二 阶 导 数 .六 (*) ,所 以 利用 行列 式 的 性 质 有 
flx) g(x) p(x) 
Af(x) Ag(x) Ap(x) 





fx) g(x) p(x) 














原 极限 = lim 大 h h = f(x) g(x) PCx) | 
Afl(x) Arg(x) Asp(x)| |f"(x) pe’(x) p(x) 
he h’ he 


例 3.17 设 f(x) 在 (-%,+%) 上 三 阶 可 导 , 证 明 . 存 在 实数 &, 使 得 

fOF (EF (E "(EE) =0. 

证 明 ” 若 存 在 一 点 x。e (-w% ,+ %). 使 得 A? (x,)(i =0,1,2,3) 中 有 一 个 
为 零 , 则 结论 显然 成 立 . 因此 ,不 妨 设 A?(x) 关 0( =0,1,2,3),Vxe(-%,， 
+ oo ). 

不 失 一 般 性 ,假设 f”(x) > 0,Vx e(-o,+o). 这 是 因为 , 若 思 (xz) < 0， 
考虑 g(x) = 所 -xz), 则 (xzx) =-f”(x) > 0, 而 且 当 me (- o,，+oo ), 使 得 
gl(ne (ne(n)e(n) >0 时 , 令 =-7, 则 必 有 f(2E)f' (2)f "(8)f"(E) > 0. 
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进而 ,不 失 一 般 性 还 可 假设 了 "(x) >0,Vxe(-o,+o). 这 是 因为 , 知 
了 "(x) <0, 考 虑 h(x) =-Hxz), 则 大 (xz) =-f"(x) >0, 而 且 当 Eee(-o ,+oo)， 
使 得 h(E)h'(E)h"(E)h"(E) > 0 时 , 必 有 f(E)f'(E)f "(Ef"(E) > 0. 

于 是 ,我 们 可 在 f"(x) > 0,f”(x) > 0,Vx e (- w%, + %) 的 假设 下 证 明 本 
题 的 结论 . 

由 泰勒 公式 ,有 

f(x)=f "(a) +f "(a)(x -a) tf ) (es -a)” 
>f'(a) +f "(a)(x-a) +o(r + %). 


其 中 思 在 x 与 a 之 间 . 由 此 可 知 ,存在 XX > a, 当 x 三 午时 ,f'(x) > 0. 
再 由 泰勒 公式 ,有 


fx) =fX) + (X) (x —X) + (ma) -xX )” 
>f(X) +f (XI) -XI) + (XN+ %), 


其 中 ,在 x 与 X 之 间 . 由 此 可 知 ,存在 > X, 当 x 宇和 时 ,f(x) > 0. 若 取 = 工 ， 
则 KE (EF "(EF"(E) > 0. 

三 微分 中 值 定理 及 其 应 用 

1. 罗 尔 ( Rolle) 定理 设 函 数 J(x) 在 财 区 间 [a,b] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,6b) 
内 可 导 , 且 f(a) = f(5)，, 则 至 少 存在 一 点 & e (a,b) ,使 

f'(é€)=0 

罗 和 尔 定理 多 被 用 来 讨论 一 个 函数 及 其 导数 在 某 个 范围 内 的 零点 问题 ,而 费 马 
(Fermat) 引 理 也 是 讨论 一 个 函数 零点 的 重要 工具 . 

推广 的 罗 尔 定理 ” 设 (a,6) 为 有 限 或 无 限 区 间 , f(x) 在 (a,5) 内 可 微 , 且 








Xa 


使 /'(&) =0. 
这 个 结论 稍 后 将 作为 例题 予以 证 明 . 
2. 拉 格 朗 日 (Lagrange) 定理 ” 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,b5] 上 连续 ,在 开 区 间 
(a,b) 内 可 导 , 则 至 少 存在 一 点 & e (a,b) ,使 
, _ f(b) -f(a) 
"(8) = LOA 





在 拉 格 明日 定理 的 条 件 下 ,，Vxi ,x，e [a,6b], 则 3m 在 x 与 x, 之 间 , 使 得 


Ar) =H) An) 


也 就 是 谨 , 曲 线 上 任意 两 点 的 弦 , 必 与 两 点 之 间 曲 线 上 的 某 点 的 切线 平行 . 这 也 正 


X2 一 %1 
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是 拉 格 朗 日 定理 的 几何 解释 . 
3. 柯 西 ( Cauchy) 定理 设 也 数 f(x) ,g(x) 在 闭 区 间 [a,b5] 上 连续 ,在 开 区 间 
(a,5) 内 可 导 , 且 Vx e (a,5),g'(x) 关 0 , 则 至 少 存 在 一 点 & e (a,b) ,使 得 
f (6) _ ff) -f(a) 
ZE) g(b) -g(a) 
许多 教科 书 中 ,在 证 明 柯 西 定理 时 ,采用 了 与 证 明 拉 格 朗 日 定理 相仿 的 方 
法 一 一 构造 辅助 函数 ,利用 罗 尔 定理 . 在 陈 纪 修 等 主编 的 4 数学 分 析 》( 上册 ) (高 等 
教育 出 版 社 ,1999 年 ) 中 给 出 了 完全 不 同 的 证 明 方 法 一 一 利用 反 函数 存在 定理 \ 反 
函数 导数 存在 定理 和 拉 格 朗 日 定理 ,给 人 以 耳目 一 新 的 感觉 ,有 兴趣 的 同学 不 妨 品 
味 一 下 . 
4. 导数 的 两 个 重要 性 质 
a. 导数 极限 定理 。 设 函数 J(x) 在 点 的 邻 域 U(xo) 内 连续 ,在 5(a) 内 可 
导 . 若 极限 lin 7'(z) 存在 , 则 六 (ao) 也 存在 , 且 


f' (x0) = limf'(x). 
这 个 定理 告诉 我 们 :在 区 间 1 上 的 导数 /'(x) ,对 1 上 的 每 一 点 ,要 么 是 连续 











注 3.3 1. 所 谓 导 数 无 第 一 类 间断 点 ,是 对 导数 处 处 存在 的 前 提 而 言 的 . 例 
如 , f(x) = |x|: 当 x > 0 时 ,了 f'(x) =1; 当 x <0 时 ,了 f'(x) =-1. 在 x = 0 处 便 
是 第 一 类 间断 点 ,但 这 与 我 们 的 定理 并 不 矛盾 ,因为 x) 在 x = 0 处 不 可 导 . 

2. 导数 可 以 有 第 二 类 间断 点 . 例如 , 函数 


2 1 
fx) | % 关 0， 
0 ， YX =0 
在 R 上 连续 , 且 
pa Pe X% 天 0， 
六 -三 % x 
0 ， X = 0. 


f(x) 在 R 上 不 连续 ,x = 0 是/'(x) 的 第 二 类 间断 点 . 
b. 达 布 (Darboux) 定理 ” 设 也 数 fx) 在 [a,b] 上 可 导 , 且 f'(a) 关 f'(5),k 为 
介 于 f'(a) 与 4(5) 之 间 的 任 一 实数 , 则 至 少 存在 一 点 & e (a,b)，, 使 得 
f'(é€) = 天 
这 个 定理 也 称 为 导数 的 介 值 性 定理 , 它 与 连续 函数 的 介 值 定理 具有 同样 的 意 
义 , 但 这 里 不 要 求 导 数 广 (*) 在 [a,b] 上 连续 . 
例 3.18 证 明 推 广 的 罗 尔 定理 . 
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证 明 1) 设 (a,b) 为 有 限 区 间 . 若 4 是 有 限 值 , 令 
fla +0), X = a, 


F(x) = (f(x), X E (ap)， 
f(b5-0), wy = 由 
容易 验证 F(x) 在 [a,b] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 件 , 故 3é e (a,5b) ,使 得 
FE) =f'(€) =0; 


2) 若 4 =+ % , 则 无 论 (a,5b) 为 有 限 区 间或 无 限 区 间 , 由 f(x) 在 (a,b) 内 的 
连续 性 知 , 当 c > 0 且 充 分 大 时 ,直线 y = 与 曲线 y = f(x) 至 少 有 两 个 交点 (x， 
si)) ,xs fr)) ,fr ) = f(r) = cx,x, e (ab). 不 妨 设 x，< x,, 对 
f(x) 在 [xi,xs] C (a,b5) 上 应 用 罗 尔 定理 , 3& e (xi,x,) C (a,b) ,使 得 f'(&) = 
0; 

对 4 =-o 的 情形 可 类 似 地 证 明 ，; 

3) 若 4 为 有 限 值 , (a,6b) 为 无 限 区 间 . 

若 f(x*) = 4 , 则 结论 显然 成 立 . 

若 Ax) 才 4, 则 x。e (a,6b) ,使 f(xo) 关 4. 不 妨 设 f(xo) > 4, 取 e > 0 充分 
小 ,使 Kx) > 4+e 仍 成 立 , 则 直线 y = 4 + 与 曲线 y = f(x) 至 少 有 两 个 交点 (x， 
fz)) ,Cx fA%)) ,fr ) = f(r) = A+e, 不 妨 设 x < 和 ,在 [zi C (a， 
5b) 上 对 f(x) 应 用 罗 尔 定理 即 可 . 

例 3.19 设 f(x) 在 [0, + o ) 内 可 微 , 且 满 足 不 等 式 























2x + 1 
0<f/(x) In ,Vx e (0,+%). 
es 
证 明 : 存 在 一 点 & e (0, + % ) ,使 得 
p 2 1 
i 
(北大 ). 
证 明 由 已 知 的 不 等 式 , /(0) = 0, lim f(x) = 0. 令 
2x+1 
F(x) = f(x) =- 一 一 一 ， 
本 x+ M+ 
则 
、 2x + 1 
F(0) =0, lm F(x) = lm f(x) = lin 一 = 10. 
) = 0 dim = AD ~ lim 
由 推广 的 罗 尔 定理 ,3é e (0, + % ) ,使 得 刻 (&) = 0, 即 
-2 1 


f'(é) 





WT 
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精 选 名 校 真 题 





类 题 1 设 /在 [0, + o ) 上 可 导 , 且 0 < f(x j ,证 明 : 了 < > 0 ,使 得 





ee 
JE) = ee 


类 题 2 设 f(x) 在 [0, + o ) 上 可 导 , f(0) =1, 晶 |f(x)|<e*,Vx 宇 0. 
证 明 : 3é& > 0, 使 /'(&) +e =0. 
例 3.20 设 函 数 f 在 [a,b5] 上 可 导 , 且 f/f'(a) =f'(5) ,证 明 : 存 在 &e (a,b)， 


ff’'(é) = Lf -f(a) 








证 明 ”和 欲 证 结论 成 立 , 只 需 证 明 方 程 (x -a)f'(x) -[f(x) -f(a)] =0 在 (a， 
b) 内 有 人 解 . 注意 到 
As *) -fla 2 = (x -a)f (x) - [f(x) -f(a)] 
X 一 人 (x -a)’ ’ 
我 们 可 以 构造 辅助 函数 
fx) -fla) oe 
g(%) = 0 
f'(a), % = Q， 














显然 ,g(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 日 g(65) = = -中 
春 g(a) =g(b) ,由 罗 尔 定理 可 得 结论 ; 
若 g(a) 关 g(b) ,不 妨 设 知 g(a) <g(5), 则 有 

g'(b) = [0) -2 -A |- 2 人 < 0 





进而 可 知 ,g'(5) = lim &&2 二 < 0. 由 极限 的 保 号 性 ,38 > 0, 当 re (5 - 


5.0) 时 ,有 g(x) > g(5) > g(a). 由 此 可 知 ,g(x) 在 [a,5] 上 的 最 大 值 必 在 内 部 
达到 , 设 在 点 达到 . 由 费 马 引 理 ,g'(&) = 0, 这 就 完成 了 证 明 . 
例 3.21 设 /(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 二 阶 可 导 , 过 点 4(0, /(0)) 与 
点 B(1, f(1)) 的 直线 与 曲线 y = f(x) 相交 于 点 C(e, Neo) ) ,其 中 0 < c < 证明， 
3# e (0,1) ,使 1"(#) =0 (数学 WW). 
分 析 由 要 证 的 结论 可 以 看 出 ,如 果 我 们 能 在 [0,1] 上 找到 三 个 点 ,使 得 
f(x) 在 这 三 个 点 处 的 值 相等 ,然后 再 使 用 两 次 罗 尔 定理 便 可 得 结论 . 但 可 惜 的 是 ， 
题目 没有 提供 这 方面 的 信息 ! 注意 到 要 证 的 是 1”(&) = 0, 若 我 们 将 f(x) 减 去 一 
J 即 令 F(x) = fx) -“ 一 次 函数 ”, 则 两 次 求 导 后 结果 不 会 改变 . 而 连 
者 AB 的 直线 方程 y = [f(1) -ff(0) ]x +f(0) 就 是 一 次 函数 . 由 题 设 ,该 直线 与 曲 
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线 y =f(x) 在 [0,1] 上 有 三 个 交点 ,因此 ,如 果 令 
F(x) =f(x) - [f(1) -/(0)]x -£0), 
则 (0) = F(c) = F(1) = 0. 这 样 ,对 (x) 使 用 两 次 罗 尔 定理 可 得 结论 . 
利用 本 例 的 思路 ,下 面 的 问题 就 不 难 解决 了 . 
例 3.22 设 /(x) 在 [0,4] 上 二 阶 可 导 , 且 f(0) = 0,f(1) = 1,f/(4) =2. 证 
明 . 了 ze e (0,4), 使 


ng) 2-1 
FB) = 


分 析 “ 乍 一 看 ,本 例 似乎 与 例 3. 20 没有 多 大 关系 . 实际 上 , 它 是 上 例 中 两 点 所 
确定 的 直线 与 曲线 y = f(x) 有 三 个 交点 的 情形 推广 为 由 三 点 所 确定 的 抛物 线 与 曲 
线 y = f(x) 有 三 个 交点 的 情形 . 容易 求 出 过 三 点 (0,0) ,(1,1) ,(4,2) 的 抛物 线 为 





y = -二 2 + 二 全 


F(x) = Na) - (- Fe + Ee), 
仿 上 例 立 即 可 得 结论 . 
注 3.4 一 般 过 三 点 人 本 ,1 ) ， (CO ,2 ) ， (六 ,73 ) 的 二 次 抛物 线 方程 可 直接 写 
出 来 : 
(x — x2) (x 一 %3) (x — XI) (xX 一 %3) 


六 (Ky — XI) (Xs — Xs 





= + 
(xi 一 %a ) (% 一 %3 2 


(x — x) (x x,) 
(x — m1) (Xs wa)’ 
利用 这 个 公式 和 上 面 的 思想 ,可 以 证 明 如 下 命题 : 
例 3.23 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 二 阶 可 导 , 证 明 . Jé € (a,b) 








使 
7 人 ) -A(tL)+ Ke) = "(Ee). 
证 明 记 c = “了 , 则 过 三 点 (Co, f(a)),(e,f(e)),(5,1(5)) 的 抛物 线 为 
_ (x%-c)(x-5b) 网 (x—-a)(x—b) 
A A 
re 
Co map 
SN 风 瑟 疝 三 让 六 二 成交 二 由 于 存 在 区 本 呈 梧 
严 (有 = 0 


而 
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2 2 之 
F(x) =f"(7%) -| 一 一 一 让 ao) + 一 一 一 一 /co) + ， 
(0 = -te + OAO] 
注意 到 


(a-c)(a-b) = (be)(b-a) = 人 _ Ce 





由 所 (&) = 0 立即 可 得 出 结论 . 
本 例 亦 可 用 泰勒 展开 式 作 . 


事实 上 , 仍 记 。 = 4 二” ,出 
fo) = Ko) tf (ee) F(a) ) é e (a,c), 


f(b) =f(e) +f'(c) (be) + -Of"(é),é E (c,b). 


b-a 


由 a-c=-(b-c)=- 7 





,将 上 两 式 相 加 可 得 





fa) + 15) = 2 + 他- A +17") | 


由 达 布 定理 知 , 3é e (1, 色 ) C (a,b) ,使 
f"(é) _/"(6) 0 | 


将 f"(é) 代入 上 式 , 移 项 即 得 结论 . 
例 3.24 若 函 数 扩 x) 在 (0, + %) 内 可 微 , 且 lim f(x) = 0, 则 


Ka -0 





lim 


证 明 由 lim f'(%) = 0 可 知 ,Ve > 0, 导 X >0, 当 x > 天时 ,有 
If'(x)|<&. 
对 Vx > 蕊 ,在 [ 马 ,*] 上 对 了 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 
f(x) =f/(X0) +f (6) (x -Xo),E € (Xo,%). 
于 是 ,有 
b % 一 人 0 
A + 一 全 (9 | 


RD 


和 








_ A(X) 





-0 ,所 以 对 上 述 s > 0, 3 艺 > 蕊 , 当 ， > 外 时 ， 


对 固定 的 总 ,因为 lim 
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兴 | < 训 故 


<e+teée = 2e. 


fx) 





注 3.5 (1) 本 例 是 在 极限 为 零 的 情形 下 证 明 的 ,如 果 极 限 为 不 等 于 零 的 有 
限 数 ,结论 仍然 成 立 ; 
(2) 本 例 可 作 进 一 步 的 推广 : 若 f(x) 在 (a, + %) 上 二 阶 可 导 且 lim f/"(%) = 
4, 则 有 
lim 全 (az) = lim Us) = 4 


N+ % MX 十 0 六 


一 般 地 ,车 f(x) 在 (a, + o ) 上 nn 阶 可 导 ， 且 lim f(x) = 4, 则 有 
a 


7 几 ， 


这 里 fo (z) = f(x). 
例 3.25 设 f(x) 在 (1, + o) 上 可 微 , 且 对 x* > 1 满足 
jf) 
el 
证 明 ; lim [f(x) + x] = + mw， 
证 明 记 g(z) = f(x) +x， 由 
0 Da 
xX)= x 1 = + 1 
EN A 


Vx >1, 





Ss. 2 
f° (x) + 工 
因此 ,lim g(x) 存在 广义 极限 , 记 为 二 
a ,对 g(x) 在 [x,x+1](x >1) 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,存在 < e 
(ow +1) 使 得 g'(&) =g(z+1) -g(x), 则 limg'(é) = lm[e(e+D -ge(o] 
= 0. 这 表明 在 (1, + om ) 上 存在 一 个 点 列 |&,1 , 使 得 
ee 
级 
人 x -f° (x) 和 和 % 1 
另 一 方面 ,由 "(x) = -人 oni .a 








公 


令 x 一 + o 可 得 : limg'(x) =1. 这 显然 与 刚才 的 结论 矛盾 ,所 以 二 = + oo. 
例 3. 26 证 明 ; : 藻 函 数 f(x A 0] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 且 a 三 0, 则 在 
(a,b) 内 存在 三 点 MX1 ,NX ,NX3 ,使 得 
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fm) = B+ = 
( 川 大 ). 
证 明 ”应 用 柯 西 中 值 定理 ,分 别 取 g(x) = x,x ,xi. 注意 到 4 三 0, 故 Vx e 
(a,b), 均 有 g'(x) 关 0. 具体 如 下 : 
取 g(x) 三 x, 则 jw E (a,b) ,使 
AB) -fa) Fa) _ p10, 
b-a gz) =/"( 人 (1) 
取 g(x) 三 2 , 则 了 dx， E (a,b), 使 
f(b) -fla) _f'(%) 











my 2x, 7” 
或 
LOD-AY -+0 (2) 
取 g(x) = 妇 , 则 3x， es (a,b), 使 
/(2) = ) _f Ge 
Pa 3 和 
或 
A He) = (中 + tre) 大 和 (3) 


由 式 (1) 2 . 式 (3) 可 知 结论 成 立 . 

注 3.6 这 个 命题 很 容易 推广 到 如 下 形式 : 

设 函 数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b5) 内 可 导 , 且 a 宇 0, 则 了 xx ,YE 
(a,b) ,使 得 





Kx) 2) = (b+ bet ee) 


(b +a) 





= = (0 +b rat +ba +a")—— 
72MX 


类 题 1 蔡 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 微 ,a > 0. 证 明 ; 在 [a,b] 上 存 
在 三 个 点 xi ,x, ,x ,使 
f'(xi) 2 人 _lnb-Ina 
2 = (a + 太 ) 好 po f (X3 ) %3， 
提示 取 gi(z) =wx ,g(x) = Se ) = Inx. 对 f(x) 和 g(x)(i =1,2,3) 
在 [a,b] 上 应 用 柯 西 中 值 定理 即 可 . 
类 题 2 设 f(x) 在 [a,b] 上 有 三 阶 导数 ,证 明 . 3j& e (a,b)，, 使 得 








fb) = Ko) + Fb -a [f(a) + 人 ] -Sb -oa 
(郑州 大 学 )， 
提示 令 P(x) = zx) -f(a) -3(x -oa)[A'(a) +A(o)] ， 


G(x) = 一 证 (4 -a).. 


对 F(x) ,G(x) 连续 使 用 两 次 柯 西 中 值 定 理 即 可 . 
例 3.27 设 函 数 /(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,b5) 内 可 导 , 且 


Fy 专 砍 车 极限 lim 人 2 一 全 存在 ,证 明 : 


(1) 在 (a,6b) 内 f(x) > 0; 
(2) 在 (a,b) 内 存在 点 ,使 
b” -a 时 2€ 
fA RE 
(3) 在 (a,5) 内 存在 与 (2) 中 二 相 异 的 点 mm ,使 


MDE 0) = 2 fa 





(数学 工 ). 
证 明 (1) 由 Jim 妈 全 一 4 存在 知 ,lim /(2x -a) =0. 由 f(x) 在 [a,6] 上 连 


续 ,可 知 f(a) = 0. 而 /'(x) > 0, 故 
f(x) >fla) =0, x €e (a,b). 
(2) 取 P(x) =v,g(x) = | f(D disx e [a,b]. 对 F(x),g(x) 在 [a,b] 上 应 


用 柯 西 中 值 定理 即 可 . 
(3) 由 f(E) =f(E) -fla) ,在 [a,é] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 , 37 se (a， 
6) ,使 KE) = 了 (nm)(8 -a). 将 AE) 代入 (2) 的 结论 中 ,整理 即 可 . 
例 3.28 设 f(x) 在 [a,b6] 上 连续 ,在 (a,65) 内 可 导 , 且 f/f'(x) 关 0. 证 明 .: 
3é&,m e (a,b) ,使 得 
/'(€) _e-e. 7 
f'(n) Lb-a | 





(数学 亚 ). 
分 析 ”将 结论 变形 为 





FO 


a 
e e 
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进而 写成 





, b-a 及 0) -fla) 大 (7) 
f°" (8) KB) -ac) Eee e7 “ (1) 


由 太史 一 凡人 可 以 看 出 ,首先 应 对 Ax) 和 e 在 [a,5] 上 应 用 柯 西 中 值 定理 
这 样 就 有 7 < (a,5) ,使 





AD -Ka PCD 
在 式 (1) 中 , 若 广 三 十 | 时 二 =1 即 
f/f(6) -fla) = (4 - a)f '(é). (3) 





再 结合 式 (2) ,问题 就 解决 了 . 而 对 f(x) 在 [a,5] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 即 可 知 
式 (3) 成 立 . 
例 3.29 设 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 且 f(a) = Ab) = 1. 试 证 
明 .j&,nm e (a,b), 使 
er [fn) +f'(n)] =1. 
(数学 TV ). 
分 析 ”将 结论 变形 为 
er’[f(n) +f'(n)] = es, 
或 
[efl(x)]’|,. 
由 上 式 左 端 可 见 , 首 先 应 对 e*f(x) 在 [a,6b] 上 应 ee 即 37 e 
(a,5) ,使 





HAD ef) = ea] | (1) 
注意 到 /(5) = /(a) = 1, 则 式 (1) 变 为 
Se -eol |， (2) 
再 对 e* 在 [a,5] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 , 3é& e (a,b) 使 
i = ef (3) 


由 式 (1) \ 式 (2) \ 式 (3) 可 知 ,结论 成 立 . 
例 3.30 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 f(0) = f(1) = 0， 


儿 闻 )= 1. 试 证 : (1) 39 s 于 ,1 ,使 Km) = ; 
(2) 对 任意 实数 , 必 存 在 上 es (0,n) ,使 1'(&) -ALF6 -8] =1. 





(数学 五). 
分 析 (1) 令 F(x) =f(x) -x, 对 F(x) 在 [二 ,1] 上 应 用 根 的 存在 定理 即 可 . 
(2) 将 结论 中 换 成 x :了 (x) -A[f(x) -x] = 1 


即 [f(x) -1] -ALfAx) -xj =0， 
亦 妈 i 
或 le™*[f(x) -x]}’=0. 


由 此 可 见 , 令 F(x) = e [f(x) -x] ,对 F(x) 在 [0,m] 上 应 用 罗 尔 定理 即 可 . 
下 面 看 一 个 将 罗 尔 定理 和 积分 中 值 定理 结合 起 来 的 题目 . 
例 3.31 设 了 水 数 /(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 满足 
f(1) = k | we fx) de (k > 1). 
证 明 : 至 少 存在 一 点 & e (0,1) ,使 六 (的 = (1 -1)/(E) (数学 下). 
证 明 令 F(x) = xe “f(x), 则 F(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 . 由 题 
设 , 利 用 积分 中 值 定理 知 , 37 < (0,=) ,使 得 


FO1) = f1) = 4 FOr) dr = FOn). 
因此 ,由 罗 和 尔 定 理 可 知 , 3E e (7,1) C (0,1) ,使 得 Ff'(E) = 0. 由 于 
F'(x) = xe *f'(x) + (1 -x)e “f(x), 
故 有 
f'(é) = (1 -6 )f(é). 
下 面 的 几 个 题目 均 属 于 这 种 类 型 ,同学 们 可 仿照 例 3. 31 的 方法 证 明之 . 
(1) 设 函数 A(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 3 | /az)dx = f(0). 证 


明 . 3é& e (0,1) ,使 /'(#) = 0( 数 学 工 , 工 ). 





(2) 设 函数 f(x) 在 [0,1] 上 可 微 , 且 f(1) = 2 Yd 证 明 . 3jé e (0,1)， 
使 KE) + 2'(&) = 0 (数学 V). 
(3) 设 函数 A(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 满足 
f(1) =3 e/a) dr 


证 明 : 3& es (0,1) ,使 '(&) = 2&f(&) (数学 NV). 
例 3.32 设 函 数 Ax) 在 [a,b5] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 微 ,又 f(x) 不 是 线性 了 
数 . 证 明 ， je 3 (a,b), 使 
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QW 














分 析 设 过 点 (a, Ka) ) 与 (5,f(5)) 的 直线 方程 为 g(x) , 必 存 在 一 点 & < 
(4b) ,使 g(#) 关 J(E) (因为 /x) 不 是 线性 函数 ) , 则 过 点 (4a, f(a)) 与 (&,f(&)) 
的 直线 斜率 如 ,和 过 点 (&, KE) ) 与 (4, /(5)) 的 直线 斜率 hb 中 必 有 一 个 大 于 
人 一 人 9 .再 对 名 或 已 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 便 可 得 结论 
站 全 过 点 (a, f(a) ) 与 (5, f(b)) 的 直线 方程 为 

g(%) = A) -a) + fa), 
显然 , g(a) = f(a),g(5) =f(5). 由 于 f(x) 不 是 线性 函数 , 故 存 在 点 & € (a,b)， 
使 g(&) 关 J(E). 不 妨 设 g(&) < f(E) , 则 有 

Kb) -KE < alb) -gb) Ab) -fle) 
b-é b-é 


—a 























_ SEC) - 8(a) 本 -f(a) 
E€-a 和 一 ww 
由 拉 格 朗 日 中 值 定理 , gc se (a,é) 和 c, es (E,0) ,使 


F's < Sy 
当 f(a) <J(8) 时 ,有 (oa) > 太史 = 及 0) 0, 取 ec = 


当 Aa) > /5) 时 ,有 f(y) < 六 中 二 人) <0, 取 ec = 
于 是 ,总 存在 c e (a,6b), 使 





| 








推论 在 例 3.31 的 条 件 下 ,附加 fA5) > Ka), 则 3ec e (a,5), 使 
f'(e) > -A . 


(上 海 交 大 ). 
例 3.33 设 f/(x) 定义 在 [0,c] 上 ,f(x) 存在 且 /'(x) 4 ,f(0) =0. 证明: 对 
0 和 waw 和 0 和 waC+0 过 c, 有 
fla+b) f(a) +f(0). 
证 明 当 a=0 时 ， 结论 显然 成 立 ; 
当 a > 0 时 ,在 [0,a] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 


ND) = 六) e (0,0). 
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在 [5,a +2] 上 应 用 拉 格 天 日 中 值 定理 ,有 
fla + A 


因为 所 > 后, 所 以 广 ( 扣 ) < '(&1), 从 而 有 
f(a) = f(a +5) =1(8). 
类 题 ” 设 在 [0,o] 上 |/"(x) |< M, 且 f(x) 在 (0,a) 内 取 到 最 大 值 . 证 明 . 
If "(0) 1+ |f’'(a) |< Ma. 
提示 。” 设 f(x) 在 ce (0,a) 点 取 到 最 大 值 , 则 f'(c) = 0. 在 [0,c] 和 [c,a] 上 
对 "(x) 分 别 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 即 可 . 
例 3.34 设 f(x) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 f(0) = 0, (1) = 1 证明;(0,1) 内 存 
在 两 个 不 同 点 x, ,x, ,使 





1 1 
Fa FA 
分 析 显然 要 使 用 两 次 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 设 c e (0,1), 对 f(x) 在 区 间 
[0,c] 和 [ec,1] 上 分 别 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 得 
ee SR = 




















f'(x,) = _AD ) = 到 2 ,NE (c,1). 


= 





1 证 1 -cc 1 1 =- 下 
fm) fx) fe) 1-fo) 


只 要 ff(c) = 方 即 可 . 而 A0) =0,/(1) = 1, 由 连续 函数 的 介 值 定理 ,存在 ce (0， 





1) ,使 f(c) = 广 . 这 样 ,问题 便 解 决 了 1 

例 3. 34 的 一 般 形式 是 下 面 的 例题 . 

例 3.35 设 f(x) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 f(0) =0,f(1) =1,h ,局 ,…,k, 为 n 个 
正 数 . 证 明 在 区 间 [0,1] 内 存在 一 组 互 不 相等 的 数 x| ,x, ,… ,x ,使 得 


Te > 


1 i=1 





(中 国 科 大 ). 
证 明 用 上 例 的 思路 来 证 明之 . 令 
K=k+kh+ +h,yo =0 以 及 


= 寺 ( 肌 + hy + +h) ,i = 1,2,.,n 
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显然 0 =y < <y<…<y,=1 取 i,。 = 0,i, = 1 在 [0,1] 上 对 f(x) 应 用 
介 值 定理 ,可 以 求 得 一 点 二 e (0,1) 使 ft) = yi. 再 在 [4 ,1] 上 对 f(x) 应 用 介 值 
定理 ,又 可 求 得 一 点 i e (1) ,使 f(i,) = yy. 如 此 下 去 ,可 以 求 出 三 <4 < < 
i, 1 < 1, 使 得 f(i,) = y(i =3,4,…,n 一 1). 总 之 ,我 们 有 f(t,) = y,(i =0,1,…， 
六 

在 每 一 个 小 区 间 [t,t;] 上 ,对 f(x) 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,存在 x, € (t,， 
ti) , 使 得 





yi -yi = Ht) 一 所 2) = (x) (i -ti), 








即 
iit | 
Po 
亦 即 
大 _ 
f'(x%,) = K(i, bi.1). 


将 上 式 对 i 从 1 到 nn 求 和 ,可 得 
k, _ 了 加 a _ _ n 
2 Px) SR ti- ) = 用 (外 10) = 人 = 之 全 


例 3.36 如 果 函 数 /(x) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 HK0) = 0,Vx e [0,1], 有 
(x) | 二 |f(x) | 证 明 :f(x) 二 0,x € 10,1]. 

证 法 1 显然 Ax) 在 [0,1] 上 有 界 , 即 3M >0,Vx e [0,1] 有 |f(x) | 从 . 
Vx e (0,1], 对 f(x) 在 [0,x] 上 应 用 拉 格 明日 中 值 定 理 , 有 


fCx)|= |f'(é)(x -0)1= If "(6) rs /Ei) x, 0<é <%, 














而 
| 大 各) = | 所有) -A0)|= |f'(é) |G < |f(é) lr, 0 <é6 <6 <x 
如 此 下 去 ,可 得 到 
[flx) | | 多) 和 Mr ,0 < <6 < < < 
由 limx” = 0(x e (0,1)), 可 得 fx) = 0. 再 由 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,有 
f(1) = limf(x) = 0. 故 Vx e [0,1], 均 有 f(x) =0. 
证 法 2 Vs >0, 设 |flx) | 在 [0,1 -es] 上 的 最 大 值 为 ,上 且 在 点 x 取 到 , 即 
[f(xo) | = MM 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 
M= [f(xo) -£0)|= CE)xo|ls |f(é) lro < MII -2), 0 <E < wo 
由 此 知 WM =0, 即 在 [0,1-s] 上 Kx) =0. 由 se >0 的 任意 性 及 f(x) 的 连续 性 知 ， 
在 [0,1] 上 f(x) = 0. 
下 面 的 两 个 题目 均 属于 这 一 类 型 ,它们 不 难 用 本 例 的 方法 给 予 证 明 . 








类 题 1 设 f(x) 在 [0, + o) 上 可 微 , f(0) = 0 ,并 设 有 实数 4 > 0, 使 得 
(x) | 三 41f(x) | 在 [0, + um ) 上 成 立 . 试 证 明 : 在 [0, +%) 上 f(x) =0 ( 广 
西 大 学 ). 

提示 设 |/(x) | 在 |0, 半 | 上 最 大 值 为 W, 且 在 点 加 取 到 , 即 (x6)|=M. 由 
拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 

M = Ka) -AO)|= f°(é) io < AfE) io < FM, 0 <E < 


1 _ 
由 此 可 知 , M = 0, 即 在 |0, 寺 | 上 As) = 0. 





余下 的 用 数学 归纳 法 证 明 在 一 切 [5 下 ,二 |(i = 1,2,…) 上 人 恒 有 as) 


24 ?24 
从 而 在 [0, + % ) 上 ,f(x) = 0. 
类 题 2 设 /(x) ,g(x) 在 [a,6] 上 连续 , g(x) 在 (a,6b) 内 可 微 , 且 g(a) = 0. 
若 有 实数 和 关 0, 使 得 
[g(x) :f(x) +Ag'(x) | |g(x)|,x € (a,b) 
成 立 . 试 证 明 : 在 [a,6] 上 g(x) =0 (浙江 大 学 ). 
提示 ”由 所 给 的 不 等 式 可 知 ， 


1 x 
IO gc) |< Ahlen) |, 


由 
呈 


其 中 4 = max | | A) | 
xe[a,b] IA| 


注 3.7 在 类 题 1 的 证 明 过 程 中 ,我 们 用 了 逐步 延 拓 思想 . 这 种 思想 在 微分 方 
程 和 解析 函数 论 中 会 经 常用 到 ,希望 同学 们 仔细 领会 它 . 

例 3.37 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 /(0) = f'(0) = 0， 
f(1) = 1. 证明 ;Ya e [0,1],3ée [0,1], 使 /'(&) = a. 

证 明 在 [0,1] 上 对 f(x) 应 用 拉 格 明日 中 值 定 理 ,37 s (0,1), 使 


让) = 全 一 = 1 Ye e (0,1), 即 /1(0) < a < (9) ,由 达 布 定理 知 ， 
jg e(0,1) ,使 A'(&) = a 而 当 a = 0 和 a = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 


类 题 设 














区 X 天 0， 
Ha -| ， 


证 明 .不 存在 一 个 函数 以 (x) 为 其 导 函 数 (中 科 院 )， 
提示 “用 反 证 法 . 假设 F(x) 以 f(x) 为 导 函 数 , 即 F(x) = f(x),x e 及 .而 
limf(x) = lim|x|=0#1=/0),Mm/(x) 以 x = 0 为 第 一 类 间断 点 . 这 与 达 布 定 
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理 了 矛盾 . 
例 3.38 设 函 数 f(x) 在 区 间 (- ,+ ou ) 上 二 次 可 微 , 且 有 界 .证 明 : 3 x e 
(-%, + %), 使 得 J"(x。6) =0 (武大 ). 
证 明 阁 /"(x) 变 号 ,由 导数 的 介 值 性 , 3x。e (- o ,+%), 使 得 f"(x6) =0. 
下 证 :在 题目 的 条 件 下 , 六 (x) 必 变 号 . 
若 不 然 , 不 妨 设 f"(x) > 0, 则 f'(x) 严格 人. 取 7e(-o,+o) 使 六 7) 天 


若 f'(n) > 0, 则 当 x > wn, 并 令 x 一 + o 时 ,有 
fx) = 所 0I) +f (Ex -Nn) > fn) + Nr -NW + om; 
和 若 广 (7) < 0, 则 当 x < 7 ,并 令 x 一 - o 时 ,有 
fx) = 所 0I) +f (Ex -II) > HN) +f (Nx 一 人 ) 一 +oo， 
这 与 f(x) 有 界 性 假设 相 矛 盾 . 

对 f"(x) < 0, 可 类 似 地 证 明 . 

例 3.39 设 a>1, 函 数 广 (0,+om) 一 (0,+o ) 可 微 . 证 明 : 存 在 趋向 于 无 穷 
的 正 数列 {x, 上 ,使 得 

F(x) < f(a) n=, 

证 明 用 反 证 法 . 车 结论 不 成 立 , 则 存在 x。>0, 使 得 当 x 二 x。 时 ,有 了 '(x) 宕 
flax) >0. 由 此 可 知 , 当 x>x 时 ,了 f(x) 严格 递增 . 注意 到 a >1, 由 微分 中 值 定理 ， 
有 

flax) -f(x) =f (6) (a -1)x fat)(a -1)x > far)(a— 1)x. 








但 这 对 于 * > -一 -是 不 可 能 成 立 的 ， 
四 、 泰 勒 公式 
1. 带 有 佩 亚 诺 ( Peano) 型 余 项 的 泰勒 公式 : 设 f(x) 在 m 点 阶 导 数 存在 , 则 
f(x) = 2 es -xzo) +o((x — 0)"), (x x0). 


2. 带 有 格拉 朗 日 型 余 :项 的 泰勒 公式 ; 设 fx) 在 (a,b) 内 有 连续 的 n 阶 导 数 ， 
n+l 阶 导数 "D(x) 存在 ,x,x。e (a,6b5), 则 


n £) x n+1) 
A) = 六 大- 人 全 


(n+1)! 








(x 一 %o) 


其 中 & 介 于 % 与 x 之 间 . 

带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 要 求 x 一 x。 ,而 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公 
式 没有 这 个 要 求 . 这 也 导致 了 两 类 公式 在 证 明 上 的 巨大 差异 ,前 者 可 用 洛 必 达 法 则 
证 明 ,而 后 者 要 用 柯 西 中 值 定理 证 明 . 男 外 ,在 使 用 上 前 者 主要 用 于 定性 分 析 , 后 者 
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主要 用 于 定量 计算 . 如 ,应 用 泰勒 展开 计算 极限 ,就 不 需要 对 余 项 作 定 量 的 计算 , 因 
此 ,用 佩 亚 诺 型 余 项 即 可 . 
显然 , 当 x 一 wo 时 满足 拉 格 朗 日 型 余 项 蕴含 着 满足 佩 亚 诺 型 余 
当 遇 到 与 高 阶 导 数 (二 阶 以 上 ) 有 关 的 命题 时 ,一 0 
困难 而 关键 的 问题 是 :如 何 选取 点 x。? 一 般 来 说 ,选取 使 /?(x6) = 0(i = 1,2， 
,) 的 点 ,比如 f(x) 的 极 值 点 等 . 
3. 基本 公式 ( 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 ). 


(1) er = 和 +oCe 














(2) sinx = > (1) 


4 六 
本 TW 


(3) cosx = >(- Do i 





(DJ +) + > ED eht DD ow); 


(5) In(1 + x) = >(- 1)”! + o(x"). 
例 3.40 设 f(x) 在 原点 的 邻 域 内 二 次 可 导 , 且 
lim(1 + « + oy - 
(1) 求 1(0),f'(0),f"(0); 
(2) 求 lim (1 ne 
解 将 f(x) 在 点 0 展开 成 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 
f(x) =f(0) +f "(0)% + 3f"(0) + o(x). 


51y (4 txt 2 = (1 +t% ra +/'(0) 131"(0)s a) | ， 由 已 
知 的 极限 ， 0) = / (0) = 0. 于 是 有 
(1+x es) | [i+ (+ p60) +o01) ef 


= {[1 + (1 + 37"(0) + 0(1) J ] Bony jp (0) +10) ) 


e1127(0) (x—0). 





由 此 可 得 1 + 3/"(0) =3, 即 14"(0) = 4. 
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(2) 由 (1) 有 
(4 + = 全 





= {1 + (2 40 x] EO) se (xz 一 0). 
例 3.41 设 函 数 /(x) 在 x = 0 的 某 邻 域内 具有 二 阶 连续 导数 ,是 f(0) 关 0， 
了 (0) 兰 0, "(0) 关 0. 证 明 : 存 在 唯一 的 一 组 实数 A, ,A,,A,, 使 得 当 有 hh 一 0 时， 
An) + Af(2h) + Aaf(3h) -f(0) 是 比 庆 高 阶 的 无 穷 小 (数学 工 ). 
解 ”由 泰勒 公式 可 知 ,当天 一 0 时 ,有 
fl(h) = 1(0) +f "(0)h + 37"(0) + o(h?), 
f(2h) = f(0) + 2f'(0)h +2f"(0)h + ol(h), 
Rahy = 0) FOIh 4 3 "(OF 下 


Af(h) + Af(2h) + AAf(3h) -1(0) 
二 
(A + 4A, + 9A)f "(Oh + oe). 
由 题 意 , A, ,A, ,A 应 满足 下 面 的 代数 方程 组 
es 
Ai +2A 二 3A = 0， 
PE 
由 方程 组 的 理论 易 知 , 关 于 入 ,A, ,A 和, 的 方程 组 存在 唯一 的 解 , 即 存在 唯一 的 一 组 
实数 A ,A,,A;, 使 当 h 一 0 时 ,AACh) + 和 fA(2h) + Af(3h) -了 f(0) 是 比 扩 高 阶 的 
无 穷 小 . 
例 3.42 确定 常数 a,5, 使 当 x->0 时 , f(x) = er -1 二 为 x 的 3 阶 无 穷 小 





2 3 
证 明 e”* = (x 一 0)， 


由 六 六 -09 3 
Tip = 1 bx+b x +o(x),(x—0)(|5|< 1). 


于 是 
f(x) = (4 Fx + 季 + 各 +0( 攻 ))- (1 +ax)(l -br + bx -bx +o(x)) 


a [ 序 +(a-05|2+ [去 人 





欲 使 用 x) 为 三 阶 无 穷 小 量 ,必须 有 


1-a+b=0, 
+(a-b)b=0, 
J 
: 
> ZH _1 __1l 
解 之 得 a=7,= 7 


例 3.43 设 /(x) = ew, 求 /5(0). 
解 f(x)= ers = ee 市 


= el * (- 二 -让 ) + -T+ 
让 (和 ) + + ow) | 


= efi —x(1l -x+x -x +x +o(x))+ 

















Fel —x+Xx -x +o(x ))’-— 
J —x+x +o(x ))’ el —x+o(x))"— 
6 24 


1 5 5 5 
To* (1 + 0(1))’ + os ) | 


=e[ +-1-2-1- 二 + 说 je+o(o)] 


四 e|… 未 (- $5) 2 + o(x) | (x 一 0). 


所 以 


A5(0) = 51 ， (-%o) = ~ 499e. 


例 3.44 设 flx) 在 [0,1] 上 有 二 阶 连续 导数 ,是 f(0) = f(1) = 0， 
min f(x) = 一 1, 证 明 ; max /"(x) 二 8( 北 师 大 ). 

证 法 1 用 泰勒 公式 证 明 . 由 题 设 f(x) 在 [0,1] 上 的 最 小 值 必 在 (0,1) 内 取 
到 , 即 ce (0,1), 使 Ac) = -1. 由 费 马 引 理 知 ,f'(c) = 0. 将 f(x) 在 c 点 作 泰 
勒 展开 ,有 
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精 选 名 校 真 是 





Hi) = Ne) + -ore 
= Ko) + "(和 )(x -9 ， 其 中 上 在 * 与 c 之 间 ， 
在 上 式 中 分 别 令 x = 0,x = 1 可 得 
0 =f(0) =f(e) + 37f"(s)e, 6 e (0,o)， 
0 =f(1) =f(e) + 3f"(6)(1 -0), be (el), 


将 两 式 相 加 可 得 
f"(é)0 +f"(6)(1 -ce) =4. 


由 此 可 知 ， 
Mm 4 
as/ (%) e 十 (1 一 c) 
注意 到 二 < + (1 - o)? < 1, 可 得 
4 


max f(x) = max 本 一 一 一 = 8. 
0<x<1 cs(0)c +(1- c) 
证 法 2 用 辅助 多 项 式 方法 证 明 . 构造 辅助 多 项 式 P(x) = 4x(x -1) ,满足 条 
件 P(0) = P(1) = 0, 且 minP(x) = P(3)= 站 
令 Fx) = f(x) -P(x) =f(x) -4xx-1), 则 PFCO) = F(1) =0,H F(x) 
在 [0,1] 上 有 二 阶 连续 导数 . 由 min f(x) = 一 1 知 , 习 ce (0,1) 使 得 f(c) = -1. 


车 c= 方 , 则 F(e) =0; 





车 c 关 方 , 则 P(e) =J(e) -P(e) < 0,8( 少 )=/( 少 )-P( 沁 )> 0, 由 连续 
函数 的 介 值 定理 知 , 37 e (0,1) ,使 得 Ff(m) = 0. 

对 (x) 分 别 在 [0,7] 和 [wm,1] 上 应 用 罗 尔 定理 知 ,，3é&, es (0,n) 和 é&, < 
(m,1) 使 得 天 (后 ) = 下 (é&,) = 0. 再 对 天 (xx) 在 [6&1,é,] 上 应 用 罗 尔 定理 知 ， 
了 e (各 名) 使 得 1*(&) = 0, 即 1"(&) = 8. 从 而 max f"(x) > 8. 

注 3.8 本 例 的 证 法 2 应 用 了 所 谓 的 辅助 多 项 式 法 . 若 题 目的 结论 要 求证 明 
“6 e (a,b), 使 得 J" (的 = 大 (ma 关 2 汰 和 关 0) 或 ”mas 大 (xz) > 大 或 
min (x) 三 有 '”, 那 么 我 们 可 构造 一 个 n 次 多 项 式 P(x) 让 它 满足 题目 中 
f(x) 的 所 有 条 件 , 然 后 令 F(x) = f(x) - P(x) ,最 后 对 F(x) 多 次 使 用 罗 尔 定理 即 
可 . 例 3.22、3.23 用 的 正 是 这 种 方法 . 








在 本 例 中 ,由 结论 知 , P(x) 应 是 一 个 二 次 多 项 式 . 由 f(0) = f(1) = 0 可 知 ,x 
和 (x - 1) 都 是 P(x) 的 因 式 , 故 可 令 P(x) = 4x(x - 1)(4 > 0, 待 定 ). 再 由 
,min P(z) = -1 可 得 4 = 4, 从 而 P(z) = 4x(x -1). 

下 面 再 看 两 个 这 类 题目 

类 题 1 设 /(x) 在 闭 区 间 [ - 1,1] 上 具有 三 阶 连续 导数 , 且 f/(- 1) = 0， 
AD) =1, 了 "(0) = 征明 :38 e 《1,1), 使 1"(é) = 3 (数学 I[) 

分 析 ”由 结论 知 ,这 里 的 辅助 多 项 式 P(x) 是 三 次 的 . 又 由 f( - 1) = 0 知 ,可 
设 P(z) = (x+1) (he + Bx+C), 其 中 A,B,C 待定 .这 里 有 三 个 常数 要 确定 ,但 
仅 要 求 P(1) = 1,P'(0) = 0 是 不 够 的 ,为 此 我 们 附加 条 件 P(0) = /(0) (这 是 为 
了 使 F(x) 能 在 [- 1,0] 和 [0,1] 上 应 用 罗 尔 定理 ). 通过 简单 计算 可 求 得 


Ps) = (x +1) (Fx -A0)x +1(0)) 
类 题 2 设 f(x) 在 [0,1] 上 具有 三 阶 连续 导数 ,日 f(0) = 1,f(1) = 2， 
(3)=0. 证 明 : 3# e (0,1) ,使 |P"(e) | 24 (数学 了 ,副题 ). 
分 析 这 里 P(x) 是 三 次 的 , 设 为 P(x) = Ax + Bx + Cx + D. 由 题 设 条 件 让 
P(x) 满足 P(0) = 1,P(1) = 5.P( = 0 和 附加 条 件 P( 3 )=/(3 ) ,可 得 





P(x) = 4x’ -4 人 (了 2 二 (4(3)-3 +1. 
另外 ,这 两 个 类 题 仿 本 例 的 证 法 1 用 泰勒 公式 做 也 不 复杂 ,请 同学 们 一 试 . 
例 3.45 设 f(x) 在 [0,1] 上 有 一 阶 连续 导数 ,证 明 存 在 c e (0,1), 使 
[fa = KO) + $7 "(0). 


分 析 ”这 个 题目 乍 一 看 起 来 无 从 下 手 , 因 为 中 值 定理 无 法 直接 将 导数 和 积 4 
联系 起 来 ,而 泰勒 公式 似乎 也 无 法 应 用 . 但 是 不 要 忘记 了 f(x) 的 原 函 数 F(x) = 


[KD dr, 这 样 就 可 将 结论 改写 成 
0 








F(1) = F'(0) + FF"(e), 
问题 就 变 得 明了 啦 ! 这 是 处 理 这 类 问题 的 常用 手段 . 
证 明 令 F(x) = | KoDd 出 F(x) 在 [0,1] 上 有 二 阶 连续 导数 . 对 F(x) 应 
用 泰勒 公式 ,有 
F(x) = FO) + F'CONY 4 FP"(e),e Si 
在 上 式 中 取 x = 1, 即 得 
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JrDa = A0) + 3 (0) ,ee (0,1). 


例 3.46 设 f(x) 在 [0,2] 上 二 次 可 微 , |f(x) |<1,|f"(x)|<1,Vx ee [0, 
2]. 证明: Vx e [0,2], 有 |f'(x) | 2 (东南 大 学 ). 
证 明 将 f(x) 在 x 点 作 泰 勒 展开 ,得 


fC0) = f(x) +f'(x)(0—x) + 3f "(EY, &1 € (0,%), 
f(2) = f(x) +f'(x)(2— x) + 3/ "(6)(2 -x) ,名 € (x,2). 
将 上 两 式 相 减 ,得 
21 xz) = f(2) -£0) -3 "(6)(2 -xz) -f/f"(é)x], 
即 
|f'(x) |s | fC(2) 1+ |Ko) + (f"(é) |(2 -x) + |f"(é) |] 
< [2 eh 5 2 | 2 ， 
其 中 x + (2 -*) 在 [0,2] 上 的 最 大 值 为 4. 
类 题 1 设 f(x) 在 [0,1] 上 具有 二 阶 导数 , 且 |f(x) | 二 a,|f"(x) | 三 b,c 是 
(0,1) 内 任 一 点 , 则 | 广 (c) | 2a+ >. 
类 题 2 设 f(x) 在 [0,1] 上 具有 二 阶 导数 , 且 f(1) = f(0),|f”"(x)| 夺 .证 
明 ; Vx e [0,1], 有 |/'(x) |< 了 (上 海 师 大 ). 


下 面 的 两 个 例子 是 例 3. 47 在 无 限 区 间 上 的 推广 . 

例 3.47 设 f(x) 在 (a, +%) 上 二 次 可 微 ,是 |f(x) |,|f"(x) | 在 (o, +o ) 上 
分 别 有 有 限 的 上 确 界 MM ,Ms. 证 明 |f'(x%) | 在 (a, + %w ) 上 也 有 界 且 其 上 确 界 1W 满 
足 不 等 式 





M? < 4M,M,. (1) 
证 明 若 吃 =0, 则 放 (x) = 0. 由 f(x) 有 界 可 知 , f(x) = 常数 , 故 M =0， 
此 时 式 (1) 显 然 成 立 . 
设 M，>0,Vxe (a,+%) 及 hh >0 ,由 泰勒 公式 有 


fx th) = f(x) + hf "(x) 137 "(ER E (x,x +h). 














由 此 可 得 
0) |= th) -Ka) -了 (的 
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记 


2M。 hh 
g(h) 二 + 5 Ms,h > 0. 


易 知 , g(h) 在 h = 2 站 达到 最 小 值 2 VWy .于 是 有 


|f'(x) [2 VMM,,Vx e (a,+%), 
对 上 式 取 上 确 界 即 得 式 (1). 
注 3.9 式 (1) 通 常 称 为 内 插 不 等 式 , 它 在 实 分 析 中 经 常会 用 到 ,并 且 系 数 4 
是 最 好 的 . 例如 ,在 ( -1,+ o ) 上 考虑 函数 
2x* -1, -1<x<0, 
所 xz) = = 
x 十 1 
容易 验证 : M，= 1,M，= 4,M， =4, 即 42 = 4M,M,. 若 取 c<4, 对 这 个 函数 来 说 ， 
将 有 


0<x <+%. 








M? > cM M,. 
也 就 是 说 , 若 式 (1) 中 的 系数 小 于 4, 那 么 式 (1) 将 可 能 不 再 成 立 . 
例 3. 48 设 f(x) 在 (- o ,+ o) 上 二 次 可 微 , 且 
M; =sup|p(xz) <+o =0,1,2). 
证 明 : 10 < 2M,M, (北大 ). 
证 明 对 Vxe(-%w,+%) 及 任意 的 实数 h ,由 泰勒 公式 ,有 


fx +h) = f(x) + hf' (x) + 3 "(ER 在 x 与 x+h 之 间 ， 


fx-h) =f(x) -hf' (x)+ 37 "(6) hb 在 x 与 x -hh 之 间 . 
将 上 两 式 相 减 得 
2hf (x) = f(x +h) -fx—-h)+ If"(&) -/"(é)], 
所 以 
2 f° (x) |<20RF' (x) |<2M + Mh , Vx,h eR. 
固定 有 ,对 上 式 关 于 x 取 上 确 界 ,可 得 
Mh’ -2Mh +2M, =0,Vh eR. 
上 式 是 关于 有 的 二 次 三 项 式 , 由 其 判别 式 A < 0 可 得 
M? < 2M,M,. 
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例 3.49 设 函数 放 x) 在 (- % ,+ o ) 上 有 三 阶 导 数 ,并 且 所 xz) ,f(x) 在 
(- o,+o) 上 有 界 .证明 : 太 (x*) 和 f/"(x) 也 在 (- o ,+ o ) 上 有 界 ( 北 师 大 ). 
证 明 设 [f(x)|< Wo,|f”(x) | Ms, 由 泰勒 公式 ,有 


fx +1) = Na) + + 31"(%) + 有 (后 ) ,其 中 址 在 * 与 *+1 之 间 ， 
a) 
Hz -1 =f) -CD + 1"(#) -1 (如 ) ,其 中 名 在 x -1 与 “之 间 ， 


(2) 
式 (1) + 式 (2) 可 得 


fx+1) +f(x -1) = 2f(x) +f" (x) + Ff") -f/f"(é)], 
让 
°C) < 4 + Ts Vr e (ae +) 


至 于 /'(x) 的 有 界 性 ,可 利用 已 证 得 /"(x) 有 界 和 上 例 的 结论 立即 可 得 ,或 直 
接 证 明 . 将 式 (1) - 式 (2) 可 得 


fx+1) -f(x-1) = 27'(%) + Ff"(&) +f"(é,)], 





故 
OO) |< M+ SM Ve (- wo,+m). 


例 3.50 设 f(x) 有 二 阶 连续 导数 ,日 Vx se R,Vh > 0, 成 立 
f(x+h) +f(x-h) -2f(x) 三 0. 
证 明 : Vx e R,f"(x) 三 0 ( 北 师 大 ). 
证 明 将 f(x +h) 在 x 处 作 泰勒 展开 ,有 
Rr SA 37 "(a) + o(). 
将 上 两 式 相 加 ,并 除 以 尼 ,由 所 给 的 不 等 式 可 得 
f(x) +o(1) > 0. 
令 1 ->0*, 有 (xz) 三 0， 
例 3.51 若 Kx) 在 及 上 存在 三 阶 连续 导数 , 且 VAP > 0, 有 
f(x +h) -f(x) _ 有 h 
h /7 (: + 2 





证 明 . f(x) 至 多 是 二 次 多 项 式 . 
证 明 只 需 证 : f”(x) =0,Vx eR. 





将 Kx + 有 ,f'(x + 子 ) 在 * 处 作 泰勒 展开 


fx+h) = f(x) +f' (x)ht+ 37 "(a) + Bf "(Eh, ¢ € (x,%+h), 





es ,7 e (er + ) 
将 上 两 式 代入 所 给 的 等 式 中 ,比较 两 端 可 得 
pn 





当 有 一 0 时 ,有 &,m 一 x. 由 三 阶 导数 的 连续 性 ,有 
Fw(z) = 2/ "(a) WV 0 Ve R, 
例 3.52 奉 f(x) 在 R 上 存在 任意 阶 导数 ,日 3L >0,Vx eR,VneN,, 有 
(4)| < 又 Vne N,, 有 /( 二 )= 0, 证 明 :f(x) =0,Vx eR 


证 明 oe 





对 f(x) 在 [一 ,上 上](n = 1,2,…) 上 应 用 罗 尔 定理 ,3é, < (一 ,二 )， 
和 0(n™ % ), py (6,) =0 (n= 1,2,.…). 

又 因为 1(%) 在 0 点 连续 ,所 以 1'(0) = limf'(&,) =0. 

同 理 可 证 : Vn es N,,f/"”(0) = 0. 

Vx e R, 将 f(x) 在 点 0 处 展开 成 泰勒 公式 ,有 


/ f/f" (0) n ff (6x) n+l 
flx) = 1(0) +f' (0)x + + | 和 ”十 ee 








n+1) 
f° (Oe) nn (0 < <1). 


(n+1)! 
而 
上 (gc) | jn [x 
Wo I el I 
由 x = 0 可知, f(x) = 0. 于 是 Vx e R, 都 有 f(x) = 0. 


pe 
下 面 看 一 个 难度 大 些 的 题目 . 


例 3.53 设 /(x) 在 闭 区 间 [a,6] 上 二 次 可 微 ,/ (2)=0. 
(1) I 
"| Ba) -foe)|, (1) 


米 ， 24 ~ 
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说 明 系 数 4 是 最 好 的 , 即 对 任何 M > 4, 总 可 找 一 具体 的 [a,b] 及 其 上 满足 条 件 的 
f(x) ,使 对 一 切 & e (a,b), 都 有 


If"(é)|< ee ee -f(a) |; 
(2) ”如果 再 设 f(x) 去 常数 ， iif e (a,b), 使 
WC - a -f(a) |( 南 开 ). (2) 


证 明 (1) 将 /(x) 在 c 2+? + 点 作 泰 勒 展开 ， 
Hz) = He) +f (Oro) + 3 "(Eee) 


= No) + 了 "(8)(x -ce)”， 其 中 外 在 4 与 ce 之 间 
在 上 式 中 分 别 令 x = a,x = 可 得 
fa) = fo) + (人 )(e -ee (ao， 


fA) = fe) + Ff "(Ea) (Be) ,és e (esb). 





将 上 两 式 相 减 ,并 注意 到 (e - a)* = (6 - o)? = (2 了 4) 可 得 


F801+ AE)| fa 
Ce (oe) 





f(b) -fla) |s 
令 1"(é) |= max| |f"(&)|, |f"(é) 11 即 得 式 (1) 成 立 . 
下 面 我 们 举例 说 明 式 (1) 中 的 系数 4 是 最 好 的 . 


取 f(x) = Yh e N,,x e[-1,1]. 显然 /(x) 在 [- 1,1] 上 二 次 可 微 ， 
1"(0) =0 且 f(1) -A-1) =2. 而 




















el= + 
欲 使 
es = (3) 
成 立 ,必须 有 
M >4[1+ a | (4) 
因为 上 -~ wm 时 0 1 | 单调 递 碱 趋向 于 4, 所 以 无 论 M-4 > 0 多 


么 小 ,都 存在 适 We nd 使 得 式 (4) 成立. 也 就 是 说 ,有 相应 的 
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f(x) 使 得 Vx e [ -1,1] ,都 有 式 (3) 成 立 . 

(2) 车 f(x) 去 常数 ,由 f'(c) = 0 可知,f'(x) 才 常数 ,从 而 f"(x) 才 0. 记 
M = sup |/"(x) | , 则 显然 MM > 0. 

若 轩 =+ % , 则 式 (2) 显 然 成 立 ; 

若 有 <+ %, 且 |f"(x) | 才 M, 则 有 


IO) -KaO1= | 8) -f° (0)) a 























< ro -1'(0)) de 
<M| Is -elds = 人 
上 面 最 后 一 个 不 等 式 出 现 严格 不 等 号 是 因为 在 |f"(x) | 去 内 时 ， 
fC) = Lo -fe) |< MIs -el 
至 少 在 一 点 成 立 严 格 不 等 式 ,而 由 /'(*) 的 连续 性 知 ,积分 后 便 出 现 严 格 不 等 式 ; 
车 |]"(%) |= MM, 由 /'(%) 的 连续 性 及 /'(c) = 0 可 知 ,应 有 
f'(«) =# M(x -6), 





所 以 
f(x) =+ (Fx -Mex )+B (B 为 常数 ). 
此 时 f(x) 是 以 x = cc 为 对 称 轴 的 抛物 线 , 故 f(a) = f(5), 而 
KB) -fa) l=0 < MET 
是 显然 的 . 
由 上 确 界 的 性 质 , 无 论 哪 一 种 情形 ,都 存在 7 s (a,6b) ,使 式 (2) 成 立 . 
下 面 的 例题 是 关于 “中 值 点 ”极限 性 质 的 . 
例 3.54 设 f(x) 在 (a -6,a+6)(6 >0) 上 有 n+1 阶 导数 且 f"' (a) 关 0 
及 f'(a) =f"(a) =… = f(a) = 0. 由 微分 中 值 定理 
flat+h) -fla) =f'(a+O)h,0 <0<1,lh|<S. (1) 


和 1 
求证 : limb = Ey 
求 1 lim 万 ( 北 师 大 ) 




















证 明 将 /a + 有 在 a 点 作 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰 盘 展开 
fa th) = fa) tf Ot tO fh" + on™") 


nt+ 








= /0) + oO， a 


对 f(a + 9h) 在 a 点 作 同 样 的 展开 ,有 
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1) 


fC@ + 60%) =7 "(0) +f "(0) (OR) + 1 + Le) 0h) 4 Ca) (0h) + ok) 











(n-1)! n 
= C0) gh)’ + o(h"), 
将 上 式 代 入 式 (1) 可 得 
n+1) 
i pi + once) (3) 
比较 式 (2) 式 (3) ,并 注意 到 f" (a) 关 0 ,有 
"1 
0 = 本 +o(1), 
故 
1 
lim0 = 
1 一 0 Ant+l 


类 题 1 设 h > 0, 函 数 f 在 U(a,h) 内 具有 n+2 阶 连续 导数 ,上 且 /"Y (a) 天 
0,f 在 U(a,h) 内 的 泰勒 公式 为 


fla+h) =f(a) +f "(oh+. a (Op :Oe 有 .0 < < 1 





1 
n+i+2. 


提示 对 f(a +h) 在 a 点 作 (n +2) 阶 泰勒 展开 ,对 f"* (a+ 64) 在 a 点 作 
1 阶 泰勒 展开 . 
类 题 2 设 f(x) 在 (-1,1) 内 具有 二 阶 连续 导数 ,有 旦 f"(x) 和 关 0. 证 明 : 
(1) Vxe (-1,1) 且 x 关 0, 存 在 唯一 的 0(x) e (0,1) ,使 得 
f(x) = f(0) + %f "(0(%)%); 
(2) limg(z) = 村， 


(数学 工 ). 
下 面 的 例题 是 用 高 阶 导数 判断 极 值 的 一 个 非常 有 用 的 结论 ,希望 同学 们 记忆 





/一 0 


它 . 

例 3.55 设 n 三 2,r > 0, f(x) 在 [a-r,a+r] 上 连续 ,并 设 /”(a) =0 
(1 kn-1),f"”(a) 关 0. 证 明 : 

(1) 当 为 偶数 时 , a 是 极 值 点 ; 

(2) 当 为 奇数 时 , a 是 拐点 . 


《nm) 
证 明 (1) 因 为 /'(x) = (wa Fo (wj 


/Wo-0) = [ED 











+ 0(1) |(x -ao (1) 
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又 因 A”(a) 关 0, 故 36 > 0, 使 当 x e Ur(a,6) 时 ,有 


{n) 
让 +o(1) 与 1 (a) 同 号 


由 式 (1) 知 , 当 为 偶数 时 , f'(x) (x -a) 与 f(a) 在 Ue(a,6) 上 同 号 ,因此 a 为 




















NS 1 f(a) n-2 n-2 、 
(2) 因 为 1"(x) = ln +o((x 一 a)”), 所 以 


f(x)(x-a) = [A + 0(1) |(x -a)". (2) 


又 因 A”(a) 关 0, 故 36 > 0, 使 当 x e Ur(a,6) 时 ,有 


n) 
全 +o(1) 与 1" (4) 同 号 


由 式 (2) 知 , 当 为 奇数 时 , j"(xz)(x -a) 在 Ur(a,6) 上 不 变 号 ,因此 x = a 是 拐点 . 
五 、 函 数 零点 个 数 的 讨论 


在 这 一 段 中 ,我 们 将 利用 导数 来 研究 函数 /(x) 零点 (或 方程 Kx) = 0 的 根 ) 
的 个 数 . 至 于 函数 的 单调 性 极 值 .四 凸 性 、 拐 点 及 函数 的 作 图 等 内 容 在 此 不 再 蒙 
述 ,这 是 因为 同学 们 对 这 些 内 容 并 不 感到 困难 ,已 无 需 多 说 . 男 外 ,利用 凸 函 数 的 性 
质证 明 不 等 式 将 在 第 八 讲 中 涉及 . 

证 明 函 数 /(x) 的 零点 的 存在 性 常用 的 方法 :1) 奉 f(x) 在 [a,b] 上 或 (a,5) 内 
连续 ,应 用 连续 函数 的 介 值 定理 ;2) 作 出 f(x) 的 一 个 原 函 数 玉 (x) ,对 F(x) 应 用 罗 
尔 定理 . 

证 明 函 数 Ax) 的 零点 的 唯一 性 常用 的 方法 :1) 利用 罗 尔 定理 ,采用 反 证 法 证 
明 f(x) 至 多 只 有 一 个 零点 ;2) 利 用 单调 性 证 明 f(x) 至 多 只 有 一 个 零点 . 

这 些 内 容 已 散 见 于 前 面 ,在 此 我 们 不 把 它们 作为 重点 . 而 这 里 着 重要 讨论 的 是 
函数 A(x) 零点 个 数 问题 . 一 般 步 又 如 下 : 

(1) 求 出 fx) 的 驻 点 和 了 '(x) 不 存在 的 点 ,用 这 些 点 划分 f(x) 的 定义 域 ; 

(2) 求 出 f(x) 的 单调 区 间 和 极 值 (最 值 ) ; 

(3) 分 析 极 值 (最 值 ) 与 x 轴 的 相对 位 置 ,得 出 零点 的 个 数 . 

例 3.56 设 a > 0, 问 方程 nx = ax 有 几 个 实 根 ? 

解 令 f(x) =lnx-aoxx e(0,+o) , 则 

f'(%) = 一 -ao ja) =- 二 <0. 


多 














大 值 为 /人 二) = -me -1 
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由 于 lim f(x) =- %, lim f(x%) =- o ,所 以 
当 -Inmo-l<0 即 w > 二 时 ,f(x) 无 零点 ; 


当 -Ina-1=0, 即 a = i 有 唯一 零点 ; 
e 


当 -Ina-1>0, 即 0 < a < 圭 时 , f(x) 有 两 个 零点 . 
人 


类 题 当 a > 0,5 > 0 时 , 求 下 列 方程 有 两 个 不 同 正 实 根 的 条 件 . 
(1) e = ax’; (2)e” = ax’. 
提示 (1) 取 对 数 , 并 令 f(x) = bx -2Inx-lna,x>0. 
因为 lim f(x) =+%, limnf(x) =+%, 所 以 要 使 方程 有 两 个 正 实 根 , f(x) 必 


须 在 (0, + % ) 内 有 负 的 最 小 值 
由 "(x) = 6 一 之 可 知 ,x = 地 为 唯一 驻 点 ,而 1"(x) = 三 > 0, 所 以 mm = 


二 为 极 小 值 点 ,也 是 最 小 值 点 . 最 小 值 为 


/2)= me. 


让 /全 ) < 0, 即 和 < 1 就 是 原 方程 有 两 个 不 同 正 实 根 的 条 件 

(2) 原 方程 有 两 个 不 同 正 实 根 的 条 件 为 : 4 > 。 

说 明 ;不 取 对 数 不 易 解 出 驻 点 . 

例 3.57 设 当 * > 0 时 ,方程 lx + 二 = 1 有 且 仅 有 一 个 根 , 求 的 取信 范围 
(数学 在). 

解 令 f(x) = etl | 








FE 


当 久 0 时 ,了 f'(x) < 0, f(x) 严格 单调 递减 ,又 注意 到 
一 0 k<0 
lim f(x) =+%, lim f(x) = 
Area 人 0 
所 以 , 当 大 和 0 时 ,Kx) =0 在 (0, + wm) 内 仅 有 一 个 根 ; 


当 > 0 时, f(x) 在 (0,+ wm) 上 是 下 凸 函数 , 旦 x = /3 是 唯一 极 小 值 点， 
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也 是 最 小 值 点 . 而 
limf(x) =+%, lim f(x) =+oo， 
六 下 区 -十 加 


所 以 , 当 最 小 值 为 零 , 即 
人 
人 阁 -… 涯 , 尖 -。 

时 , Kx) =0 有 且 仅 有 一 个 根 .由 上 式 解 得 = 地 3. 当 大 闪避 全 时 ,Kx) = 0 或 


无 解 或 有 两 个 解 . 
综 上 知 , 当 <0 及 = EE 时 ,方程 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 








类 题 证 明 方程 nx = 宇 - | VT-cos 3x dx 在 (0, + %) 内 有 且 仅 有 两 个 
实 根 (数学 工 ). 
例 3.58 讨论 曲线 y = 4ln x + 与 y= 4x +lnx 的 交点 个 数 (数学 卫 ). 
解 令 f(x) = ln'x -4lnx+4x 玉 , 则 
fi’'(x) = 





be 

令 f'(x) = 0, 得 x = 1 为 唯一 驻 点 ,而 由 
四 12ln2x -4ln3x +4 
f/f"(x) = ， 

f"(1)=4>0 


知 , x = 1 为 极 小 值 点 ,当然 也 是 最 小 值 点 , 且 最 小 值 f(1) = 4 -. 

由 于 lim f(x) =+ %, lim f(x) =+%, 所 以 

当 4 ->0 即 hk <4 时 , f(x) = 0 无 根 ; 

当 4 -k=0 即 k = 4 时 , f(x) = 0 有 一 个 根 ，; 

当 4 -<0 即 k >4 时 , 当 x 从 0 变 到 1 时 ,f(x) 由 正 变 负 , f(x) = 0 有 一 个 
根 ; 当 x 从 1 变 到 + o 时 , f(x) 由 负 变 正 , f(x) = 0 有 一 个 根 . 故 当 有 > 4 时 ， 
f(x) =0 有 两 个 根 . 
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在 这 一 讲 中 ,我 们 将 涉及 不 定 积分 的 求法 `. 定 积分 的 计算 可 积 性 条 件 .广义 积 
分 等 以 及 它们 的 应 用 ;涉及 的 重要 理论 有 函数 的 可 积 性 定理 、 积 分 中 值 定 理 、 微 积 
分 基本 定理 和 广义 积分 的 审 敛 法 等 . 

一 不 定 积分 的 计算 

不 定 积分 是 数学 分 析 中 最 重要 的 内 容 之 一 ,对 常规 的 求解 方法 一 一 第 一 换 元 
法 ( 凑 微 分 法 ) .第 二 换 元 法 、 分 部 积分 法 和 万 能 代 换 等 要 非常 熟练 地 掌握 ;对 带 有 
技巧 性 的 解法 ,只 有 多 做 多 练 方 能 领会 和 掌握 , 正 所 谓 熟 能 生 巧 ! 在 此 ,我 们 不 打 
算 对 不 定 积分 的 各 种 解法 逐一 讲解 , 而 只 是 想 通 过 典型 题目 介绍 一 些 技巧 . 也 许 ， 
大 家 会 感觉 到 在 内 容 上 和 缺乏 系统 性 ,这 正 是 由 这 门 课 的 性 质 所 决定 的 ! 

例 4.1 求 下 列 不 定 积 分 

















l+lnx,. ln (1 +x) -lnx,.. 
9 es (2) | x(x+1) ys 
G3) | A ee 

VSinX — Cos 


解 (1) 由 于 (xlnx) =1+lnx ,所 以 
原 积分 = | 0d = -+ 


xln x)” ~ xln x 





1 


x(l + XxX) :所 以 


(2) 由 于 [ln(L1+x) -nx]'= 
原 积分 = - |[Ina(1 + x) -mmsx][In(L+z) -las]'dx 


=- [ln(l +%x) -lnx]2+C. 


(3) 由 于 (sinx 一 cosx)” = sinx +cosx ,所 以 





原 积 分 = 人 一 cos %) dx = 了 (sinx ee + C. 


VSINX 一 COS % 
例 4.2 求 下 列 不 定 积 4 


dx arctan Vx 
1 一 一 ; 2) | 一 dx; 
) | . Bs 





(3) han VI+x 


解 (1) 原 积分 = | 


(2) 原 积 了 


(3) 原 积分 





1 +x” 





7 


= 2arcsin Wx + C 
-2 人 aretan Vx (Fr) - 
ee 


= We +C. 


-过 本 TELCL+2 ) + 和) 
V1 二季 


= -lcos Vi+w|tC. 


例 4.3 求 下 列 不 定 积 4 


[i 


解 (1) 原 积 


(2) 原 积分 = 证 


201" 3 + %0 


| d(x) 


V1 - (Vx)” 


2 [arctan xd( arctan Vx) 





= Jtan 1+xd(vVl+wx ) 








0 [say 
分 = (1 i = 四 sa) 
ee re := 地 (1 -ja 








1 四 7 
7 (1 +x )’ 


d(x'") 令 x10 所 


dt 





x (2 + 和 ， 


1 x 


+ C. 


例 4.4 求 下 列 不 定 积分 


(1) {<+ Smsqx 


a 


(3) 人 COS 区 


1 + sin xcos x 


9 


1(2 +1) 


Sin XCOS% XCOSX 
x ; (2) 
sin % + COS py 


一 sinx | XCOSX — sin x 
dx ; (4) fe dx 


(5 ) 全 x sin2x iv: 
sin 


解 (1) 原 积分 


I 


. x 
X + 2sin 一 cos -一 





= | 一 2 


COSX 
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jaltm 志 )+ [aa Fd 


























区 
= xtan 7 + C. 
(2) 原 积分 = 1 Zsin xcos % +]-— 1 
2 sinX 十 COosx 
_1 (sinx + cos%) 1 | dx 
SIin X% 十 COS 区 2 ,sinx+cosx 
] d(x + 他 ) 
= 一 (sinw 一 cos%Y) 一 C 
2sin (+ 工 ) 
4 
1 1 
= Fsin% — cos x) yb (x + T)als t+)+c 
a — cos x) a tan (到 二 于 | +C. 
2 2 万 2 8 
(3) 原 积分 = 2(cos wx — sin wx) i d(sin x + cos x) 
1] + (sinx + cosw%x) 1 + (sinx + coswx) 


= 2arctan(sin x + cos x) + C. 


(4) 原 积分 = [re cos xdx — ES x dx 


COSX 


[na co) | ed 二 -) 


sin x 


e (YX 一 secxY) +(C. 








(5) 原 积分 = ls Zein oo0a 
|! | 


2 





一 sin x (一 sin x) 2 
一 一 一 qd 四 
(1 - sinx)” SH 


ll 
Oo 
es 

0 
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例 4.5 求 下 列 不 定 积 4 
(1) 人 WV1 + 人 (| 1 EE pa 


1 上 + 和 














解 (1) 令 i = nm(z+ MTR2), 则 di = 所 以 


原 积分 = | id = 3 全 + 





= 子 [ln(x + V1 十 到) 二 + 
(2) 令 1 = V1 -xx ,通过 计算 可 得 
4 4 
原 积分 =- 了 ju = -了 1 -xx +C. 
选择 最 复杂 的 式 子 作为 新 的 变量 ， 





注 4.1 处 理 这 类 题目 的 一 个 基本 原则 是 .i 
这 样 就 可 把 它 去 掉 | 


3sin x + 4cos %] 


例 4.6 求 
2Ssin x + COs % 
解 ” 注 意 到 (2sin x + cos %) 


3sin x +4cosx = a(2sin x + cos x%) +b(2cos x — sin x) 


' = 2cos x -sinx, 可 令 





解 之 得 ”a = 2,b = 1, 从 而 有 
原 积分 = 全 + cosX%) + (2cos % — sin 2) x 
2sin x + COS x 





Dsin % + COS % 


_ Pa 和 | + Cos X%) dx 


= 2x +lnl2sinx +cosx|+(. 


i O00 epee ody Mt 


注 4.2 本 例 的 解法 为 形 如 | 全 sin x + beos x 


























了 一 般 的 解法 . 
例 4.7 求 (a < 5b). 
| ce —%) 
4 + 卫生 = 1, 故 可 令 
= = sin’t, 一 = cos’t 
于 是 有 


dx = 2(b - a)sin tcos tdt, 


从 而 原 积分 = 2 |d = 24+ C 
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pb-—x 
本 例 的 解法 十 分 依赖 题目 的 结构 , 若 用 第 二 换 元 法 求解 , 那 将 是 非常 复杂 的 . 
例 4.8 求 下 列 不 定 积 4 


= 2arctan 





二 (. 








dx dx 
Dh ee (2) [7 (> 0); 
(3) 已 知 /在 区 间 [ 于, 去 ) 内 满足 


Pe 
求 f(x) (第 一 届 全 国 大 学 数学 竞赛 ( 非 数 学 类 ) 决 赛 试题 ). 
解 (1) 当 a -5 = 条 时 ,原职 分 = (-1) cse*(x +a)dx = (1)"oot(x +a) +C; 
当 a -bkn 时 ,由 sin(a -6b) = sin[ (x +a) —- (x+6)] 


= sin(x +a)cos(x +0) -cos(x +a)sin(x +6) 


可 知 ， 


原 积分 = 


1 | ns + a)cos(x +0) -cos(x +a)sin(x + 0D) 
sin(a —b) sin(x + a)sin(x + 6b) 





守 a +0) -cot(x +a) |dx 


1 sin(x + 6b) 
































= 一 -一 | +C. 
sin(a -6b) sin(x + a) 
当 w = 1 时 , 原 积 分 = "Fd )= % 和 Cl 
(2) 当 a = 1 时 , 原 积分 [sec 3d tan > +C; 
当 a 半 1 时 
原 积分 = | 
1 + a(cos’ -sim 乞 ] 
d(tan 立 ] 
(1+aw)+(1 - oa)tam 7 
arctan ee 0<a<l, 
/1 = 0 1l+a 2 
一 atl+ viTian 二 
< ln + CC, a >1. 
a -1 a+l1—- va-l tan 























dx 
3 二 -= 
WU ee + COSIX (sin x + cos %) (sin’x - sin x cos x + cos’x) 
_ | 二 da 
sj ie， ln) 
4 )(i 7 sin2x 
众 7 2 三 
4 1 | dt 
2 一 Dcos21) 
2 
| | Ca 
起 cost( rT t 起 Cos 2 人 二 cos 1] 








0 Er 
-学 [| 1 3 + 7 3) 


= 


#3 1l+u 
= 一 | 二 ln 
u 








1 u 
+—arctan—|I+C 


2 2 


j 二 
5 ] + sin (x 4 ) 1 arotan( ein 时 了 C， 








ln 


56 1 -sin(x - 信 ) 3 


这 里 注意 到 了 在 (于 ,二 内 ， 1 -sin{* -I)>0. 
例 4.9 求 下 列 不 定 积分 

















lInx 
(1) i dx ; (2) | 一 一 一 一 一 dx. 
Dr Je 
如 只 二 x 1 
解 (1) 原 积分 =- |xerd( 一 一 
1 +x 
= 证 + ed 
e 
Te 
(2) 原 机 分 = 库 则 | -二 本- - 开 二 -一 上 
1 +x% 1 二 和 1 十 和 


xlnx 

-In(x+ VMI+x)+C. 
ol 
这 两 个 题目 都 是 用 分 部 积分 法 求解 的 . 如 果 说 第 一 个 题目 中 ,wv 的 选 

















注 4.3 
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取 能 观察 出 来 的 话 ,那么 第 二 个 题目 就 很 难 了 ! 对 此 我 们 可 采用 如 下 方法 处 理 : 取 

















u =ln x,dv = a 
(1 + x ) 
今 x = an 
[a =| , 一 ovd = sint + C 
(1 +x )7 
下 = t+， 
1 +x” 
这 样 就 可 取 w = : 
1 +x” 
人 x dx 
青 如 ,要 一 一 dx. 取 ww = arccos x,dv = ， 此 让 
Vl Vi-x 
fav = ee 有 








i V1 -x ) = ee V1-x +C, 


故 取 wv = -人 V1 — x. 
在 这 里 还 要 提醒 同学 们 注意 的 是 :在 被 积 图 数 中 和 若 出 现 了 ln x,arcsin x， 
arctan x 等 函数 时 ,一般 要 选取 它们 作为 u. 这 是 因为 通过 求 导 可 将 这 些 符号 去 掉 ! 


例 4.10 求 | 于 
了 


解 dx -二 | -Do 























1 上 + 和 1 二 2 
1 fx +] % -1 
[Td - ee 
A 
而 
Pe 
区 % 
类 各 ee dx = 二 | 让 
证 (| +2 
% % 
1 十 
= arctan G1 
-2 2x 
| 
































第 四 讲 元 函数 的 积分 学 “113 
2 
一 1 In 区 — /2x 十 1 C,. 
4 x + Vx+l1 
于 是 
2 
原 积分 = arctan 2 -1 = -x+l1 +.C 
2x 4 Ix + Vx+l 
类 题 求 下 列 不 定 积 人 
a - |- 全 (2)J = | ardxi 
nx 
GB)K = | 一 -全 
sinsx + cos'x 


提示 (1) 令 己 = tanx, 则 原 积 分 化 为 


T= 2 和 





由 例 4. 10 可 得 
T= a lan w= + 2 
2 V2tan x 4 


(2) 令 产 = tan x, 则 


tan x + v2tanx +1 +.C 
tan x — v2tanx +1 








~ 
ll 
MD 
Moray 
— 
t 
a 
[a 
SS 





tanx + V2tanx +1 是 
tan x — v2tanx +1 
sin2x + COs®x tan2xsec2x + sec2x 
一 一 dx = d 

tan x+l1 


AD V2tan x +.C 


arctan 
2 1 -tanx 











4 





.4 4 
SINX+COSX 





| +1 1 tanx —1 
= ————d( tan x) = 一 arctan + 
tan x+l 2 V2tan x 

例 4.11 设 P,(x) 是 x 的 nn 次 多 项 式 ,计算 
I 


(x _ a)"!! 


解 将 P,(x) 在 a 点 作 泰 勒 展开 


dx. 








| P, (x) 所 | Pi (a) pf dx 


(x 一 ao < 二 k+l nl x-a 
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n-l PY (a) P'? (a) 
一 十 
各 8 有 (xz -a)"™ nl 


例 4.12 设 n 次 多 项 式 p(*) = > wx ,其 系数 满足 关系 式 > 01- 
i=0 ;1 





0, 证 明 :不 定 积分 jz( 二 je dx 是 初等 函数 
证 明 有 jp( 工 jedz = jae dt/ 攻 + eds 由 此 可 见 , 只 需 计 
算 o | dx(i = 2,…,n) 即 可 . 
而 o | Sdx =- ja 二) 


Qie a, | er 1 
= 一 一 十 一 —dx 
(i—-1)x! i—-1l/x'! 














二 Qie- 二 4 . e i 4 
人 -Js (i-1)(i-2) x™ (i -1)(i-2)..….2 
e” Ci e” 
a 
fw) + 01 和 ox, 其 中 (x) 是 初等 本 数 
所 以 Pt jedz = we + Df) + > rT) a 
显然 ， 当 > ; 人 = 0 时 ,jp 人 (二 jd 是 初等 函数 
例 4.13 站 
解 由 于 
-x, x%X<-1, 
max|l,|x||} =， 1, -1 1 ， 
%。 光 革 1] 
所 以 
-7 +h, X < 一 1 
| max |x | = xX+C,, -1<x1, 
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由 原 函 数 的 连续 性 , 若 记 C，= C, 则 C， = -+ CC + 故 
x 1 
-本 -+(C， X< 一 1， 
[maxll,lzlius = 4 x+0, = 
x 1 
7F7+F +C, x>1. 


注 4.4 ”对 分 段 函数 /(x) 求 原 函数 (或 不 定 积分 ) R(x) , 虽然 是 逐 段 求 出 的 ， 
但 必须 有 玉 (x*) = f(x). 为 此 F(x) 首先 应 该 连续 ,这 样 就 可 利用 下 (x) 在 分 段 点 
的 连续 性 确定 出 各 常数 之 间 的 关系 . 像 本 例 , 由 F(x) 在 x =- 1 处 的 连续 性 可 得 


F(-1-0)=F(-1+0) = F(-D, 即 -于 +GC =-1+C, 故 C = -本 +C 
由 F(x) 在 x = 1 处 的 连续 性 可 得 F(1 -0) = F(1 +0) = F(1), 即 
1 1 
1+C= 记 +Cs, 故 GC， = 本 +(. 


例 4.14 设 y = y(z) 是 由 方程 (sx - 7) = * 所 确定 的 隆 丽 数 , 试 求 | 
解 欲 将 y 从 所 给 的 方程 中 解 出 来 是 非常 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 ! 因此 ,我 


们 必须 引入 参数 形式 . 令 y = 上 ,代入 所 给 的 方程 可 得 * = 一， 则 7 = 





1 31—2 
ti(1 sy (1 = 
下 = |(3 -二 jd =31:-2Int+C 


= 立 -2m 工 + C 


类 题 设 y = y(x) 和 (所 二 三 )” = 2a (x -yy) 所 确定 的 隐 函 数 , 求 


| 


y(x +y +a) 


二 /1 = yA 
提示 令 y = ix, 由 方程 可 得 ”x = fay = Jo 


3 
dx = au :一半 dt. 
(1 +2)* VI -2 


学 
注意 到 x +y + = 2 一 ,有 











原 积分 = 三 | = = 二 zi 


922 
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二 、 定 积分 的 计算 

1. 定 积分 的 基本 计算 方法 

定理 1 (牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 ) 耕 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 则 对 f(x) 在 [ac,o] 
上 的 任何 原 函 数 R(x) 都 有 

Jou = F(b) - F(a). 
牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 可 以 作 如 下 的 减弱 . 
命题 4.1 若 f/(x) 在 [a,b] 上 可 积 , 且 有 原 函 数 F(x)( 即 F(x) =f(x)), 则 
[fu = F(b) - F(a). 

命题 4.2 和 若 Xx) 在 [a,b5] 上 可 积 , F(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b5) 内 除 有 
限 个 点 外 均 有 下 (x) = f(x) , 则 | f(x) a = F(b) - F(a). 

命题 4.2 在 下 一 段 中 我 们 将 给 予 证 明 . 

定理 2 ”( 换 元 法 ) 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 代 换 x = op(1) 满足 条 件 : 

(1) g(t) 在 [a,B] 或 [6,a] 上 单调 且 有 连续 的 导数 ; 

(2) 当 +t e [apB] 或 [8B,o] 时 ,os< ep(D) <5 且 po(a) = a,p(B) = 让 
则 有 rom = fo) ) ode 

定 积 分 的 换 元 法 和 不 定 积分 的 换 元 法 在 形式 上 是 类 似 的 ,但 它们 还 存在 着 差 
异 . 这 是 因为 定 积分 的 换 元 必须 和 积分 区 间 联 系 起 来 ,不 仅 要 考虑 换 元 后 的 积分 是 
否 好 算 , 而 且 还 要 考虑 在 积分 区 间 上 所 作 的 换 元 变换 是 否 可 行 ! 相对 而 言 ,在 不 定 
积分 中 对 此 不 作 过 多 的 强调 ,而 自然 认为 所 作 的 变换 是 在 “可 行 ”" 的 区 间 上 进行 
的 . 











2T 

例如 , 求 1 = 一 些 一 . 
0 .2+sinx 

知 令 1 = tan 二 ， 则 sin x = i 尖 iw =0,27H 时 ,zt = 0. 这 样 
2 1 +t 1 +7 








有 :1 = 二 = 0. 这 是 一 个 错误 的 结果 ,正确 的 解法 我 们 将 在 后 面 给 出 . 


otf +t+1 
定理 3 (分 部 积分 法 ) 若 w(*) ,v(x) 在 [a,b] 上 具有 连续 导数 (x) ,v(x)， 
则 
| us) (as = [u(x)v(x)] | — wo) ds 
在 使 用 定 积分 的 分 部 积分 公式 时 ,要 特别 注意 对 右 端 第 一 项 的 理解 ,否则 将 会 
导致 错误 的 结论 . 看 下 面 的 例子 : 





| tan x i = 了 tanx Fs 
Tlncosx 工 ln cosx 


由 此 导致 0 = -1 的 雇 误 ,问题 出 在 什么 地 方 呢 ? 请 同学 们 指出 来 . 


2. 定 积分 的 计算 技巧 
(1) 设 f(x) 是 以 7 为 周期 的 连续 函数 , a 为 任意 常数 , 则 


三 rom = | fd 
[as =n [fd EN . 


(2) 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 则 
[f= J +b—x)dx 





-于 | Lf) + fa td-)]d 
= | La + fa +b—*) ld 


= | A) + fatb -nl 
这 个 公式 对 不 易 求 出 原 函 数 的 定 积 分 ,使 用 起 来 非常 有 效 ! 在 后 面 我 们 将 举 


A 


例 来 说 明 这 一 点 
(3) 设 f(x) 在 [-1, 中 (1 > 0) 上 连续 , 则 











joa = 2 [Anas, 当 f(x%) 为 偶 函数 时 ， 
0， 当 (x) 为 奇 函 数 时 . 
(3) 是 (2) 的 特例 . 
pi [dx 
出 求 1=| 2+snx 


分 析 ”直接 作 变 换 1 = tan 3 导致 失败 的 原因 是 :在 [0,27] 上 上 述 变换 不 满 


足 换 元 法 的 条 件 . 正确 的 作法 是 , 先 把 10,2w] 分 成 若干 个 小 区 间 , 把 不 在 


WE 








解 ” 由 于 被 积 函 数 儿 x) = 二 om 是 以 2m 为 周期 的 连续 函数 , 故 有 


Ee 
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对 三 7, 作 变换 ， = - 站- x, 则 有 


mT mT 


| 2 =- 2 + Sin( i +1)) | 
妈 17=j 7 
对 |/, 作 变换 1 = 7 -x ,类 似 于 上 面 , 则 有 





Js 


raf 


令 j = tan 7 则 有 








a 「 dd | 三 2 | dl + 元 ) 
t+t+l1 -1 (: | 2 
2 4 
2 4 1 27 
= Tree t+ 一 | arctan 3 + arctan 二 | 三 5 
训 | -和 方才 
例 4.16 ee 积分 
2 dx 2 sin3x 
CR 二 | Ca 上 TS 
ln(1 + x) 4 Sin2x 
K= | 一 一 一 一 一 dx; 4) 工 = ee 
3 人 1 十 和 ts . 用 pe 


分 析 利用 计算 技巧 的 (2). 


] 译 1 + 1 
解 《7 ] + tanx 1 +tan"( 于 -a) dx 








1 [i tan’x ) 
一 dx 
| 1 +tan’x 1 +tancx 
1 .T_T 
~ 2 2 14- 
T sin’ | 一 «| 
2 2 


dx 





1f sin3x 
(7T= 二 上 |: 
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3 3 
1 Ep sin % + cos %] 
三 x 
0 SinNX+ Cosx 


1 [3,., 2 
= 7 (sin x — sin xcos x + cos x)dx 
0 


2 TT-1 


6 4 
(3) 先 作 变 换 : x = tan t, 则 可 将 积分 化 为 





= 
4 才 SIm YY 


天 = 站 (1 + tant)dt = if [nm (1 +tant) +ln (1 + tan (他 -可 ju 


-3h Grn) rir 











2- -1+e” 1+e 
1 人 于 
二 sin xdx = | sin’ xdx 
0 
1 T 1 
| (eos2r)dr = 并 -元 
用 这 种 方法 可 以 很 快 求 出 下 面 的 积 4 
类 题 ”计算 下 列 积 4 
(1) | ee (2) | sin'ds; 
» 2n 
3 4 | N.. 
8) | Et (0) | dn e 


(1) 当 nn 为 正 整 数 , 且 nm 三 x < (n+ 1) 时 ,证 明 . 
nS(x) <2(n+1); 
(数学). 


和 


Cn 





(2) lim 


证 明 (1) 因 为 |cos t| 三 0,， 有 目 nT 三 x < (n+1)7 ,所 以 


n+l)m 


[Jeosslds < s(x) < ”leos tlde 
又 因为 |cost| 是 以 7 为 周期 的 函 数 ， 所 以 
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nm a 
| eos tlar = n] loos tat = 2n, 


(n+l)™ 
| ER 


所 以 当 mimrs 和 xx< (+l)T 时 ,有 2 过 SOxz) <2(n +1). 
(2) 由 (1) 知 , 当 mimsx< (n+1)m, 有 
2n = 3S(%) 2(n+1) 
(n+1)n™ x nm 





令 * 一 + om 可 得 limS = 二， 
注 4.5 本 例 的 一 般 形式 为 : 设 /*) 是 以 7 为 周期 的 非 负 连续 函数 , 则 
lim AO = FA 
事实 上 , Vx > 0, 3n e N, ,使 得 nT<x < (n+1)7T 而 f(x) 三 0, 故 有 
a fpf A AV < A (n+) [Ade 
a 





n 


ms/ A = OK < 二 [Wor 


令 x 一 + wm ,可 得 结论 . 


类 题 求 lim 二 4- [tld 

例 4.18 求 下 列 积 4 

(1) 7 = | «lsin x la; (2) .= | ai 让 ja 
G) 天 = 人 -于 | (1 - "ds (解放 军 信息 工程 大 学 ) 








分 析 分 段 函 数 求 积分 ,其 方法 是 ;将 积分 区 间 从 分 段 点 分 开 . 
nl k+l) 
解 (1) 7 = > x |sin x |dx 


令 x =t+km 


n-l mT 
隐 | (t +KT)Sin tdt 
人 =0 "0 
n-l 
= > (si tdt + km | sin td ) 


k=0 


n=1 
TO (1 +2k) = nn. 
k=0 


(2) 因 为 被 积 函 数 是 偶 函 数 ,所 以 
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=2( 地 +In2) 
= 
(3) 天 2 js 信 - 引 4 
= (-1)"| Fe- 二 jd 











= 4 
。 2 u 1 
= (—1) ji (: + 二 + 天 和 
3 六 1 0 
三 a n Uu U u 
( | 
= 





- (#7 
(n+t+l)(n+t2)(n+3)\4/ 
例 4.19 设 函 数 Kz) 在 (- %,+ wm) 内 满足 /x) = f(x - 7) + sin* 上 且 
Hz) =wox e [0,m). 计算 | /x)dr (数学 王 ). 
解法 1 fa = 三 Us 一 三 ) + sin xl|dx 


令 上 =x-n 





= | fx -md 三 mou 


-roma+ 三 ou 
= | 十 [IA — TmT) + sint|dt 


Tr 2T 
= -2+| ft md 


一 2 + | fw ( 令 w=t-7) 


2 
全 
2 
Tr? 2 

2+ | ud 2 


米 ， 24 
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解法 2 当 x e [7,37) 时 ,有 
fx-T+snx，xe[LTr2m)， 
Lo [ -27, x E [27,37). 


故 [fx) dx 三 [Me — T+sinx)dx+ Me -27)dx = 7 -2. 
例 4.20 计算 积 4 
(D 设 Hz) = | 二 di, 求 | fw) dx; 
(2) 设 Kx) = ea 求 | fw) de 
分 析 “” 当 被 积 函数 中 含有 “ 变 限 积分 "时 ,常用 的 求解 方法 :中 分 部 积分 法 ; 
@) 化 成 二 重 积分 ,然后 交换 积分 的 顺序 . 
解 (1) | f(x)dx = "| Xd 


™ sint ™ xsin x 
_ tg ne 


oT-—1 oT—X 











= "Td 
T—x 
| sin xdx = 2. 
或 用 二 重 积 分 交换 顺序 来 计算 . 
J = J eh a 


由 *, 所 满足 的 不 等 式 组 | 二 一“ 而 出 积分 区 域 的 草图 . 改变 积分 的 顺序 : 


三 x 三 7T 
| fw) dr= ja Std 
= | 于 


2) yt) de = fw)al(®) 





1 
pin tdt = | sin tdt = 2. 
0 





4 
或 用 二 重 积分 交换 顺序 来 计算 . 
由 + 所 满足 的 不 等 式 组 | “二 画 出 积分 区 域 的 草图 .改变 积分 的 大 


x 三 1,， 
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序 
| = 一 Ju [ea 





1 2 
7 Re dt 
1/1 
= 于 (二 -1 
0 只 性 理论 
识 的 定义 
es ) 在 [a,5b] 上 可 积 是 指 :对 任 一 分 钉 
To=x<o< 和 < =b0R VE eA,= [zzi]， 


极限 lim > A ) Ax 都 存在 , 称 该 极限 为 Kx) 在 [a,5] 上 的 积分 , 记 为 f(x) dx， 


| 了 | 一 0 
其 中 Ax; = x 一 zs, 上 TI = max|Axi| 
li<n 


记 W， = sup [f(x) | ,TL; 二 inf {f(x)| , 则 水 ww; = M; — m; 为 f(x) 在 A; 上 的 振 


2: 只 性 条 件 
条 件 : f(x) 在 [a,6b] 上 有 界 . 
0 QD [a,b] 上 的 连续 函数 可 积 ; [a,b] 上 的 单调 有 界 函 数 可 积 ; 
@) [a,b] 上 具有 有 限 个 第 一 类 间断 点 的 有 界 函 数 可 积 ; 了 [a,b5] 上 具有 无 限 个 第 
一 类 间断 点 ,而 这 些 间 断 点 的 俊 点 个 数 是 有 限 个 的 有 界 消 数 可 积 
显然 包含 着 @). 





充 要 条 件 . 
第 一 充 要 条 件 : 有 界限 数 f(x ) 在 [a,b5] 上 可 积 会 VT， 有 人 > ohn = = 0; 
第 二 充 要 条 件 : 有 界 函 数 f(x) 在 [a,b5] 上 可 积 信 Vs > 人 3 使 得 


Yh < 2. 
第 三 充 要 条 件 : 有 界 函 数 扎 x ) 在 [a， b] 上 可 积 必 Ve,n >0,356 >0,V7, 使 
7 < 6, 而 振幅 w, 三 的 那些 小 区 间 的 长 度 之 和 2 Am < se (通俗 地 讲 , 即 是 


振幅 不 能 任意 小 的 那些 小 区 间 的 长 度 可 以 任意 小 ). 
例 4.21 证 明 : 黎 曼 图 数 
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1 = 了 -1 
ee , (p,q) , 
0， x 为 无 理 数 
在 [0,1] 上 可 积 . 


证 明 由 歼 曼 函数 的 性 质 Ve > 0 ,在 [0,1] 上 使 得 R(x) > 人 的 点 至 多 有 


有 限 个 ,不 妨 设 是 上 个, 记 为 0 = 六 < 六 < <D= 1 
作 [0,1] 的 分 割 7.0 =Xo <NXI <X < < Nop_l =1 ,使 其 满足 





pi E [oywi | ,XI — Xo < 二 ， 
2k 


pe [i —% < 
四 ~ 2k 


; £ 
Pr Ee Lx si Nap 一 Mof-2 < 7 
2k 
24=1 ji K-1 
由 于 > wiAxi = > Oo2rr1Axoiil 十 > 2; A , 
i=1 j=0 J=1 


而 在 上 式 右边 第 一 个 和 式 中 ,有 Am < 元 且 wa <1; 在 第 二 个 和 式 中 ,有 wx < 


k-l 
分 且 > Axs < 1, 所 以 有 


2k-1 


> wiAx, < 天， 
是 


+ 人 -Eg 
2k 2 
由 第 二 充 要 条 件 , 歼 曼 函 数 在 [0,1] 上 可 积 . 

例 4.22 证 明 第 三 充 要 条 件 

证 明 (一 ) 由 jj 在 [c,] 上 可 积 知 , Yen >0,36>0,YV7, 满 足 | 7TI| <56,， 


有 


设 w, 三 n, 则 有 
n> Ary 和 >》wrAr < > wiAx, < en, 
大 有 k=1 
即 
> Ax;, < 2. 


(对 ) 设 f(x) 在 [a,b] 上 的 振幅 为 w . 将 对 应 于 分 割 了 的 小 区 间 分 成 两 类 : 当 
wi 三 时 , 记 w， = wr， 相应 地 小 区 间 的 长 度 记 为 Ax; 而 当 w < 7 时 , 记 mw， = 
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,, 相应 地 小 区 间 的 长 度 记 为 Ax,. 
已 知 , Ve >0,n >0( 取 ne),3j36>0,YV7 ,满足 TI <6, 而 w, 三 7 的 


小 区 间 长 度 Axi, 之 和 > Axr < e. 于 是 有 


n 
> wiiAr = > oAry + > wrAxy 
k=1 有 


< w > Ari， + n> Axi 
<we+n(b-a)< (w+b -a)e. 
由 第 二 充 要 条 件 ,f 在 [a,b] 上 可 积 
例 4.23 设 f 在 [a,b] 上 可 积 , 则 e*” 也 在 [a,5] 上 可 积 
证 明 由 f 在 [a,65] 上 可 积 知 , Ve > 0,j37T:4= x6。 < xi <… <x, = 上 2b, 使 
得 
> oar < 2. 


因为 可 积 ,所 以 f 在 [a,5] 上 有 界 , 设 jw) |< 人 Vx’ ,X" € A, = [x,1,%;|], 
本 目下 人 全 涯 ,有 
le ~ eA |= elf(x’) -| 二 ee) -fx") |, 
其 中 t 介 于 f(x') 与 (wx") 之 间 . 
用 未 表示 em 在 A, 上 的 振幅 , 则 对 上 式 两 边 取 上 确 界 有 
w, < ew,(i = 1,2,.…,n). (*) 


由 此 推出 





n n 
A M M 
也 WwW;Ax; < e > wiAx, < e 2， 
i=1 


这 表明 e*” 在 [a,b5] 上 可 积 

注 4.6 从 本 例 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ,在 用 第 二 充 要 条 件 证 明 函 数 的 可 积 
时 ,只 要 能 证 明 类 似 于 式 ( * ) 的 不 等 式 成 立 , 即 欲 证 可 积 函 数 的 振幅 能 被 已 知 
积 函 数 的 振幅 所 控制 ,余下 的 只 是 例行公事 而 已 ! 

例 4.24 设 y = flu) 在 [4,B] 上 连续 ,ww = p(x) 在 [a,b] 上 可 积 . 当 x ee 
[a,b] 时 , 4 < p(x) < B. 证明: F(x) = f(gp(x)) 在 [a,b] 上 可 积 

证 明 由 于 f(wu) 在 [4,B] 上 连续 ,所 以 它 在 [4,B] 上 一 致 连续 , 即 Ye > 0， 
36 >0, 当 w ,we [4,B],|u -w|<6 时 ,有 





[PO | (1) 
因此 作 [4,5] 的 分 割 之 后 ,在 [x1,x] 上 ,车 p(x) 的 振幅 wf < 6 , 则 F(xz) = 
f(yp(%) ) 的 振幅 wf < 。. 
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事实 上 ,Vx',x”e [x ,Xi;] ,只 要 


|u’ -ul= ez) - p(x") | wi < 0， 
必 有 
IF(x') - F(z") |= [fw') -fw )|< 了 ， 
从 而 
w; = dsp Pw ) = PW) | < 2. 
由 此 知 ,在 [xi,x;] 上 ,车 wr 三 ee , 必 有 w? 宇 6. 故 
> Ar < > Ax.. (2) 
wf=e w=6 


这 样 , Ve > 0,o > 0 , 先 找 6 > 0 使 式 (1) 成 立 .再 由 w(x) 在 [a,b5] 上 的 可 积 
性 ,利用 第 三 充 要 条 件 的 必要 性 对 上 述 的 56>0 和 o > 0, 了 分割 了 ,使 得 
> Ax， < OOIT. 


wr>6 





于 是 由 式 (2) 知 
2 Ai < 》Ax，< or 


最 后 由 第 三 充 要 条 件 的 充分 性 即 知 , F(x) 在 [a,5] 上 可 积 . 

注 4.7 若 外 层 函数 y = f(u) 和 内 层 函 数 w = p(x) 都 可 积 ,它们 的 复合 函数 
(x) = f(gp(x)) 却 不 一 定 可 积 . 例如 ,函数 
当 w 关 0 时 ， 
0， 当 ww = 0 时 
在 [0,1] 上 可 积 , 而 黎 曼 函数 

,x%= 0,(p,g) = 1， 
Pp Pp 
0， x 为 无 理 数 
在 [0,1] 上 也 可 积 ( 见 例 4.21) ,但 它们 的 复合 函数 
F(x) = Ke(G)) = 人， 汪 力 和 


1， 当 x 为 有 理 数 时 
在 [0,1] 上 却 不 可 积 . 
例 4.25 设 /(x) 在 [a,b] 上 可 积 ,求证 ; 
(1) Ve > 0 , 则 存在 区 间 [c,d] C [a,b] ,使 得 f(x) 在 [c,d] 上 的 振幅 
Or<2i 
(2) f(x) 的 连续 点 在 [a,6] 上 处 处 稠密 ( 即 YLa,B] C [a,b], f(x) 在 
[a,B] 内 有 连续 点 ) ; 
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(3) 若 f(x) > 0, 则 Ka) dx = 0 的 充 要 条 件 是 (x) 在 连续 点 恒 取 零 值 
( 北 师 大 ). 

证 明 (1) 用 反 证 法 .和 若 so > 0 ,使 得 V[c,d] C [a,5b], 都 有 w, 三 so, 那 
么 对 [a,5] 的 任 一 分 割 7, 必 有 了 wAw > eo(b -a) ,这 与 1(x) 在 [a,5] 上 可 积 
矛盾 . 

(2) 只 要 证 明 f(x) 在 [a,b] 内 至 少 有 一 个 连续 点 即 可 . 事实 上 , 若 能 如 此 , 则 
V [a,B] ,因为 Ax) 在 [a,B] 上 可 积 , 故 妃 xz) 在 [a,B] 内 有 连续 点 ,这 就 证 明 
f(x) 的 连续 点 在 [a,5] 中 处 处 稠密 . 

为 此 ,下 面 用 区 间 套 定理 来 证 明 . 

Ve > 0 ,由 (1) 知 ,存在 [a,b] 的 闭 子 区 间 了 = [a,bi] ,使 得 f 在 I 上 的 振 
幅 w < 。. 将 适 当 缩小 ,使 其 满足 5- a, < “了 .将 缩小 后 的 区 间 仍 记 为 
1 =[ai,b1] ,在 I 上 显然 仍 有 wi < 8; A ,重复 上 述 做 法 ,可 得 到 它 的 闭 子 区 间 
六 =[w ,5] ,满足 : op < 全 上 且 b -as < 入 <; 如 此 下 去 ,可 得 到 一 个 闭 区 间 列 




















. 由 闭 区 





人 | ,满足 :OD 在 14, 上 f 的 振幅 w < 全 ; @ chi®b, -a < 


间 套 定理 , 3 e LC [a,bj(n = 1,2,…). 

下 证 :是 了 的 连续 点 

若 不 然 , 则 je， > 0 在 点 & 的 任何 邻 域 U(&) 内 都 有 点 x ,使 
f(x') -f(E) | 宇 s0. 由 此 可 知 ,f 在 U(&) 上 的 振幅 > [f(x') -f(é) | 二 eo. 而 
另 一 方面 ,对 给 定 的 邻 域 VU(&), 存在 1 DU(E), 这 与 1 的 造 法 矛盾 . 

(3) (< 对). 由 (2) 知 ,f 的 连续 点 在 [a,b] 中 稠密 ,因此 , 当 f 在 连续 点 处 恒 取 零 
值 时 ,有 mad = (下 积分 ) rod =0. 

(二 ). 车 存在 f 的 连续 点 x。e [a,b] (不 妨 设 x 为 内 点 ) ,使 Kxo) > 0. 由 于 
f 在 点 的 连续 性 ,36 > 0 , 当 x s (x。 -6,xo +6) 时 ,有 f(x) 人 > 0 ,从 


人 





而 有 f(x )dz =] As ) dx = 25 a 0, 这 与 f(z ) dx = 0 的 假 


设 矛 盾 ( 若 x 为 区 间 的 端 xo 的 单 侧 邻 域 
即 可 ). 

例 4.26 (推广 的 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 ) 设 Xx) 在 [a,b] 上 可 积 , F(x) 在 
[a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 除 有 限 个 点 外 ,都 有 下 (x) = f(x), 则 
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pe a = 
证 明 作 [a,b | 的 分 割 7. Q 三 Xo < Xl < … < X% = b, 让 不 满足 F'(x) 
f(x) 的 点 都 是 了 的 分 点 , 则 有 
F(b) -F(a) = > LF) — F(x,1)] 





= SPE DMs = 之 太吉)Am， 
其 中 志 s [x ,x]， 上 式 右 端 是 属于 分 割 7 的 一 个 积分 和 ,由 /的 可 积 性 , 令 
171 一 0, 则 右 端的 极限 为 | f(x) dx ,而 左边 与 了 无 关 , 故 知 结论 成 立 . 


本 例 还 可 进一步 推广 为 下 面 的 

例 4.27 设 f(x) 在 [a,5] 上 可 积 , F(x) 在 [a,5] 上 只 有 有 限 个 跳跃 间断 点 ， 
除 有 限 个 内 点 C，< C < … < C 及 端点 a,b 外 ,在 [a,b] 上 的 其 他 点 都 有 
(x) =f/(x)( 称 天 是 f 的 广义 原 函 数 ) 证 明 


[fa = Pb = 0.= FR( 0 = > [ro, do 


当 F(x) 在 [a,b5] 上 连续 时 ， 显然 上 式 的 最 后 一 项 变 为 0, 而 F( -0) = 
f(b) ,F(a +0) = F(a)，, 这 便 是 例 4.26 的 结论 . 
证 明 记 a = Co = Cu. 对 F(x) 作 连 续 性 延 拓 , 令 




















F(C,+0), 和 ER 
F(x) 和 ze (CC b=0,1,m. 
CC -0)， 4 二 Ci， 
由 推广 的 牛顿 - 莱 布 尼 欧 公式 知 
三 oa 四 _ F(CC —F(C.,) = F(C,,, -0) -FCC +0). 





故 


| And = > [F(a -0) -PCC +0)] 


[fa 


=F(b-0)-F(a+0)- > [Re +0) - F(C, -0)]. 


.在 拟 z) 在 [a,b] 上 可 积 , 间 :f(x) 在 [a,b] 上 存在 原 函 数 吗 ? 
2. 若 几 x) 在 [a,b] 上 存在 原水 数 , 问 :f(x) 在 [a,b] 上 可 积 吗 ? 
可 积 与 原 函 数 存在 ,是 两 个 不 同 的 概念 ,一 般 来 说 ,两 者 没有 必然 的 联系 ! 这 
一 点 必须 予以 澄清 . 下 面 我 们 来 举例 说 明 这 两 个 问题 的 答案 都 是 否定 的 . 


is 


注 4.8 
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] ， x > 0， 
0 . 站 三 wl.i 中 因为 兴 坟 着 [= 记 本 宝 
-1], x<0, 


是 只 有 一 个 第 一 类 间断 点 的 有 界 函 数 , 所 以 了 (x) 在 [ -1,1] 上 可 积 , 奉 在 [ -1,1] 
上 存在 F(x) ,使 得 所 (x) = fx), 则 (x) 在 [ -1,1] 上 有 第 一 类 间断 点 x = 0. 
这 与 导数 极限 定理 相 矛 盾 , 因 此 f(x) 在 [ -1,1] 上 不 存在 原 函 数 . 





J 一 2 2 X% 天 0， 
%V 区 % 


xe[- 1,1]. 显然 ， 











对 2, 取 f(x) 三 | 


0 ， x = 0， 
人 X 天 0， a 目 
F(w) = 和 xel[-1,1] 满足 (x) = f(x), 即 F(x) 是 f(x) 在 
0 ， Y=: 


[-1,1] 上 的 一 个 原 孔 数 . 
1 We 
keN.,WWfx,) =-2 Vkm— > (大 一 oo 日 x 
Fi ;; 则 f(xi) V2kT™ ( ) ,这 表明 f(x) 
在 [ - 1,1] 上 无 界 . 由 可 积 的 必要 条 件 ,f(x) 在 [ - 1,1] 上 不 可 积 . 


四 、 定 积分 的 性 质 及 其 应 用 


定 积分 的 性 质 很 多 ,大 致 可 分 为 四 类 :第 一 类 ,积分 的 线性 性 ;第 二 类 ,积分 区 
间 的 可 加 性 ;第 三 类 ,积分 的 单调 性 ;第 四 类 ,积分 的 中 值 性 . 对 于 第 一 积分 中 值 定 
理 , 同 学 们 比较 熟悉 ,不 再 著述 ,下 面 将 第 二 积分 中 值 定理 笔 之 于 后 ,至 于 它 的 证 明 
可 参看 相关 《数学 分 析 》 教 材 . 

第 二 积分 中 值 定理 

(1) 若 函数 作 x) 在 [a,b] 上 单调 减少 非 负 ,函数 g(x) 在 [a,6] 上 可 积 , 则 
了 fs [a,b] ,使 得 





站 人 
若 令 x = 





Jroseoa = A fe 


(2) 瑚 函数 作 x) 在 [a,b] 上 单调 增加 、 非 负 , 函数 g(x) 在 [a,b5] 上 可 积 , 则 
了 ee [a,b] ,使 得 


fA) = f(b) | ga 


(3) 若 函数 fx) 在 [a,b] 上 单调 , 哨 数 g(x) 在 [a,b] 上 可 积 , 则 3é es [a， 
5b] , 使 得 


[Ae = Ko) f aC) +1) [g(a 


例 4.28 设 F(x) = lnx,Fa(x) = | F(t)di,n =0,1,2,…,x > 0. 求 极限 
0 
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Nn | ( 1 ) 
m Ts 
mo lnn 


解 F(x) Snw, 


F(x) = Foliar = (ns — 1%, 


F,(x) = [Fi( dt 


nt- 1)zidt 
= | nt -1)d(7) 
Jd] 


a 


[nr -De 





F(x) = {Falta 
= Z| (m1 -Fd 
17) (ma Ss je) 


-于 [nx -1 -3 


=- 于 (nx-1 - 寺 - 可 和 


用 数学 归纳 法 ,不 难 证 明 ; 
F(x) = (ng 一 > 二 je 
于 是 ,由 施 图 效 定 理 可 得 








n 1 
人 nlF,(1) ， 污 
1m = 一 1 
n>% nn 0 nn 
。 1 
=— lim 


ef Unl1 1) 
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VT 
例 4.29 证 明 : | sin x dx > 0. 





证 明 村 1 过 出 w 研 大 下 = 下 
2 
1 fr" sint 1 "sint a7 sint 
原 式 = di = | dt 十 ed | 
| J 2 | A | J 


对 上 式 右 端 第 二 个 积分 , 作 变 换 1 = wm + uw , 则 有 
a 
T 0 





J Vu+Tm 
故 原 式 = 人 元 二 tdt > 0. 


这 里 注意 到 了 在 (0,T] 上 ,sint > 0. 
类 题 1 不 计算 积分 ,判断 下 列 积分 的 符号 . 


三 上 Xd; (2) [x .2*dx . 





X+2T 
类 题 2 选择 题 . 设 F(x) = | em sin tdt, 则 (x) 的 值 ( ). 


(A) 为 正常 数 ; (B) 为 负 常 数 ; 
(C) 恒 为 零 ; (D ) 不 为 常数 . 
(数学 工 ) 


例 4.30 设 f(x) ,g(x) 是 [a,b] 上 的 正 值 连续 函数 ,求证 . 
lim(| [Ka J'g(x) de)™ = max f(s). 

(复旦 大 学 ). 

证 明 设 f(x) 在 [a,b] 上 的 最 大 值 为 M , 且 在 点 & 取 到 , 即 f(&) = M 
Ve >0,36 >0, 使 Vx el[é-6,E+6] 阁 [a,b] = [a,B] 有 

f/(6) -ee <f(x) /6). 
两 边 n 次 方 ,并 乘 以 g(x) 有 
[f(é) -~ ej"e(x) < [f(x)J]"e(x) < [|f/(é) J]"g(%). 

在 [a,B6] 上 积分 ， 0 有 

(0 -ae 人 (ed < (oleod <AE) (Tg) dr) 
进而 ,有 


(f/(é) - 2) ep < (| ray pied)” </(é) (a 


汪 总 到 in (f(r) = 各 (人 ea = 1 可 
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情 选 


























i 





2 = 放生 lim( [Ax) "g(x) dr) </(é). 

由 s > 0 的 任意 性 ,可 知 结论 成 立 . 

这 个 例题 有 如 下 的 变形 . 

类 题 1 设 f 在 [a,b] 上 连续 , 且 f(x) 三 0 ,证 明 : 

lim (| LA) "dx)" = ,as /x). 

提示 设 M = .max f(x). 分 守 三 0 和 MM > 0 两 种 情况 讨论 . 

类 题 2 设 f,g 是 [a,b] 上 的 连续 函数 , 目 f(x) > 0,g(x) 三 0, 求 
lim| g(«) YH) de, 

提示 设 0<m = Min f(x ) 三 ,Max f(x ) =M, 则 有 


Yn g(a Ju < [eco Ss < 和 [eu 


由 此 易 知 , 原 极限 = | Bs 
类 题 3 设 f(x) 在 [a,6b] ,af = 1. 证 明 . 


i J) 
提示 ”这 是 例 4.30 的 特殊 情形 . 在 例 4.30 中 取 g(x) = 1,f(x) A 替代 . 
类 题 4 设 f(x) 是 [a,a +1] 上 的 连续 正 值 痕 数 , 记 和 WW = ,Max /A(%). 证 明 : 
4 = [Go ]"rdz 关 于 单调 递增 ,上 lim [f(x)]"ax = M( 浙 大 ). 


提示 “只 证 明 |4,| 关于 nn 单调 递增 . 
取 p = n+l ,gqg=n+l ,显然 + 上 = 1. 由 Halder 不 等 式 , 有 
Pp gq 


”= 1( 浙 大 ). 




















= nde (Tp) rs) (Pa 


= 《VER dz) = Ann, 
即 14,} 关于 单调 递增 . 
例 4.31 若 函 数 Ax),g(xz) 在 [a,b] 上 取 正 值 且 连续 , 记 


= | Un]'eCoadn， 
则 数列 | 





了 | 收敛 , 且 
D, 
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证 明 这 里 我 们 将 用 到 如 下 
命题 设 |a,| 是 正 数 列 , 则 





其 详细 证 明 可 参见 参考 文献 [ 2 ] . 
设 max f(%) =M,VneN,, 


= [Aw) "gr) de < Mf LA) g(r) de = MD,, 
即 2 < ,这 表明 数列 2" “| 有 上 加 
由 柯 西 - 施 瓦 欧 不 等 趟 ,有 
Di = (SLA) g(r) dx) 
= ({ CA) I Leg) 1 [KaiIeColias) 
本 La]reg(Odr { LAs) "g(r) de = Do D, 
D,, 





一 






三 万 


广 尘 , 这 表明 数列 | "| 单调 增加 . 








由 单调 有 界定 理 , lim i 存在 ,再 由 命题 及 上 例 的 结果 有 


1 D,, li 大 ( ) 
1m D, a a 和 


n>% 


例 4.32 设 f(x) 在 [-1,1] 上 连续 ,证 明 . 
i fx)dx = 90) 《中科院 ). 





证 明 直接 对 二 3/(*) dx 进行 计算 是 不 容易 的 ,因此 可 考虑 用 第 一 
分 中 值 定理 将 f(x) 殿 到 积分 号 外 边 


fa Ou 


= f(& 





x x Wh x 1 
+f(é,)arctan 二 + f(é,)arctan™ 
过 hg hla 


A 
—J +L,+b,, 


米 ， 4 


选 名 校 真 题 




















其 中 所 E [-1, — Mh] ,é, E [ — Wh,Vh | ,é, E [Vh,1],h > 0 适当 小 . 
由 于 f(x) 在 [ -1,1] 上 连续 ,所 以 f(x) 有 界 , 设 |f(x) | 大 M. 于 是 有 


EA 





1 1 
arctan -一 — arctan 后 
h 


h 





(了 - 工 )= 0( 太 一 0+)， 


| |< M arctan T 





1 1 
arctan 一 -arctan —|—0(h—0'), 
于 


下 2 lim fg) metan 开 = 2K0) .3 = af(0). 
综 上 有 
tim sf) de = wf(0). 








本 例 是 “ 核 ” 积 分 的 极限 问题 (积分 核 为 “ ”) ,下 例 也 属于 这 类 问题 . 
但 由 于 f(x) 的 条 件 较 弱 .不 能 应 用 第 _ 积 分 中 值 定理 .因此 我 们 将 给 出 另外 _. 和 
作法 ,这 两 种 作法 均 是 处 理 “ 核 ”积分 极限 问题 的 有 效 方 法 . 
例 4.33 设 f(x) 在 [-1,1] 上 可 积 , 且 在 点 x = 0 处 连续 . 设 
Re 人 -x)"”, xel[0,1], 
em ， xel|-1,0]. 


证 明 : lim 全 | f(x) Bw) dr = (0) (浙大 ). 


证 明 因为 fx) 在 [ -1,1] 上 可 积 , 所 以 f(x) 在 [ -1,1] 上 有 界 , 设 界 为 M， 
即 |f(x) | < M,Vx el[-1,1]. 
又 因为 f(x) 在 x = 0 处 连续 ,所 以 Ye > 0, 36 > 0, 当 x e (-6,6) 时 ,有 
f(x) -f(0)|<e. 


通过 计算 易 知 limj 达到 ,(z)dx = 1, 因此 , 欲 证 结论 成 立 ,只 需 证 


lim | $8, 6) -10)) dr = 0 
为 此 ,将 积分 分 为 三 段 进行 估计 ， 
[28.40 -A = 三 + 全 六， 
而 
nl<2M| Re =M(e™-e")—0 (一 oo)， 


1 
41<2m| (1 -«) "dx = (1 6" 0 (n>%), 


nM 
(n+1) 
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Ll|s | EB, (x) dx 


=e[[ 2 Fe “q+ | — x)" ‘de | 


= [70 -0™)- 


综 上 可 知 , 原 结论 成 立 ， 
类 题 1 设 /(x) 在 [a,b] 上 可 积 ,并 是 在 * = 6 处 连续 ,证 明 ; 
tim 大) 
提示 因为 /(*) 在 [a,b] 上 可 积 ,所 以 存在 W > 0, 使 得 |/(x) |< M, Vx < 
[a,b]. 
又 由 f(x) 在 x = b 处 连续 可 知 , Ye > 0, 30 <6 < (6 Bp 


6,6) 时 ,有 


ge | 


f(x) -f(b) I< 


注意 到 
a (ea) A de = /6). 
我 们 有 
【人 


[es 
站 a (x = a)" f(x) -fb) dr + [We -a)" |f(x) -A(8) ds] 


Ce 


法 人 (x—a)" (f(x ) — f(b))dx 





类 题 2 设 f(x) 三 0 在 (-o,，+oo) 上 连续 , | f(x)qx = 1,f.(x) = 


7( ( 生 ) 试 证 明 ; 对 每 一 个 有 界 连续 函数 wp(z), 有 lim| p(x).(x)dx = 
p(0) (华南 理工 ). 

提示 。 ”由 已 知 条 件 ,存在 M > 0, 使 得 | p(x)1<M,Vxe(-%m,+%) 及 
(x)dr =1. 再 由 p(x) 的 连续 性 ,对 Vo > 0,38 > 0, 当 x e (6,6) 时 ,有 
| g(x) - p(0) 1 < o. 于 是 ,有 
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gC) de - p00) 时 








[fC (p(x) - p(0)) ds 


< 2 人 f(x) + Ln = +2M| f(x) ds 
AT+L+b,. 


注意 到 ,| (x)dx 收 伊 ,我们 有 厂 = 2M| “fx)dx 一 0 (a 一 07). 


同 理 / 一 0(s -07). 而 也 <of fl ds = | ,fd 0 (se—0°). 


由 er 的 任意 性 ,可 知 结论 成 立 . 
例 4.34 (和 歼 曼 引 理 ) 设 f(x) 在 [a,b] 上 可 积 ,证 明 
sin Ax 1 


lim {f(x ) X = 0. 


COS 


证 明 对 任意 的 有 限 区 间 [a,B] ,有 


B 一 
J sin Xxdx 四 Ce I 二 过 


因为 f(x) 在 [a,b] 上 可 积 ,所 以 它 有 界 , 设 Kxz)| 和 4 Ve >0， 由 f 在 [a,b] 
上 的 可 积 性 知 ,存在 [a,5] 的 分 割 7T;a = x。< x， < … < x,，=b，, 使 得 











© 
之 w,Ax, < 5 


4nA 


于 是 , 当 和 A > 一 2 时 ， 有 


I Axde 








,) + f(x) -f(x,) Jsin Axdx 


>| ID -fe) 





< > [f(x,) | Tr sin Axdx 
i=1 il 


< 2 + > wwAn < 2. 
故 
lim {f(a) sin aw = 
同 理 可 证 另 一 个 等 式 . 
利用 黎 曼 引 理 可 十 分 简便 地 求 出 下 面 的 极限 ,请 同学 们 试 之 . 
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(1) lim | qx( a > 0) ( 管 案 :了 In(1 + 4) ); 


人 一 十 oo 
(2) lim | sin Axdx (答案 :T 立 ). 
人 一 十 ov -Tm 


黎 曼 引 理 有 下 面 的 一 般 形 式 . 
推广 的 黎 曼 引 理 设 f(x) 在 [a,b] 上 可 积 , g(x) 是 以 了 为 周期 的 周期 函数 ， 
且 在 [0,7] 上 可 积 , 则 


limf fg) = Bh eC) ds: {Ar) ds 


由 于 证 明 比 较 复杂 ,在 此 我 们 省 略 . 
类 题 1 设 S(x) = 4[x] -2[2x] +1,f(x) 在 [0,1] 上 可 积 ,证 明 . 


lim | A) SCnx) de = 0( 兰 大 ). 
证 明 易 知 S(x) 是 以 1 为 周期 的 孔 数 , 且 当 x e [0,1] 时 ， 
1 

] ， XE [0,3) 

1 
-1], xe [二 ,1)， 
1 El; 
显然 | sd = 0, 由 推广 的 黎 曼 引 理 知 


S(x) = 

















lim | A) SCnx) de = | SG) dr [fa = 0. 
类 题 2 设 f(x) 在 [0,T] 上 连续 ,求证 


lim [Aa) [sin nx dx = 三 | /x) dx( 清 华 ). 





取 g(x) = |sin x| , 它 是 以 为 周期 的 函数 , 且 [ |sin x |dx = 2. 由 推广 的 歼 


曼 引 理 可 知 ,结论 成 立 . 
下 面 我 们 不 用 推广 的 歼 曼 引 理 ,直接 证 明 . 


证 明 |sin nx | 以 三 为 周期 .将 [0,mjn 等 分 , 即 








be 
7 了 :0 = Xo KM < <X = T,X = 一人) = 0,1,2,.…,n. 
n 


记 M, SuP A(%) sm 二 2d A(x) , 则 
ws Lt wll 


| Ka) |sin na ds = > | yen ml 
i=1 nn™ 
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> jl nx |dx (Ci Ee Lm;,M;|) 
| Py 
> Cf sin nxdx 


2 所 T 2 
= 0 TA dn ), 


这 里 利用 第 一 积分 中 值 定理 ,并 注意 到 了 f(x) 的 可 积 性 . 
例 4.35 证 明定 积分 的 连续 性 . 设 函 数 J(x) 和 f(x) = f(x +h) 在 [a,b] 上 
可 积 , 则 有 


lim] [f(x) -f(x) de = 0 


2 二 Ne N,. 取 n > NN, 作 [a,6] 的 等 分 ,其 分 点 





证 明 Vs >0, 取 6 = 


为 x; = a + -a),k =0,1,…,n. 由 f 的 可 积 性 ,有 a < 2. 


当 0 <h <6 时 ,Vx e [xi] ,有 
sup [f(x +h) -f(x) | oO + Orn: 


从 而 | fx + h) Ar) lds 
< 过 | sth) -fl 
< > (wj + W111) Ax;, < 22. 


当 -8 < hh <0 时 ,可 类 似 地 证 明 . 
例 4.36 证 明 : 当 m < 2 时， 


lim 二 | sin 1 - 0. 
x 0+ NX 0 
证 明 当 m < 0 时 ,结论 显然 成 立 . 
ee 时 ,这 是 一 个 型 的 不 定式 使 用 洛 必 达 法 则 ,可 证 当 m < 1 时 ,结论 


成 立 , 但 当 1 < m < 2 时 , 洛 必 达 法 则 失效 . 
下 面 用 第 二 积分 中 值 定理 来 证 明 . 


令 二 =, 则 

















1 ff 1 f*™” sinu 
[sin dt = | 2—du. 
对 到 0 t x”™ 二 a 


因为 二 为 非 负 递 碱 函数 ，YA > 二 由 第 二 积分 中 值 定理 ,有 











当 <2 时 ,由 limx*”=0 知 , 原 结论 成 立 . 
x—0+ 














+ o( 右 ) (mn 一 名 )( 北 师 大 ). 


n+l 








2 1 x 
一 | (1 + 














例 4.37 证 明 
[ wx" 元 二 1 网 1 
ol+tx 2n 4n’ 
证 明 分 部 积分 ,有 
1 n-l n l 1 n 
| 一 | 
ol+x n 1l1+xlo nw (1l+x) 
_ 1 Wl . 1 下 
2n n(n+1) (1 +x)’|, 
1 1 2 1 
学 十 十 和 3 
2n 4n(n+1) n(n+1) (1 +é) 
_1 让 1 1 _1 +o( 三 ) 
2n 42 4n(n+1) 472 n? 
本 1 1 +o|( 三 ) 
2n 4n 4n(n+1) 7 
1 1 1 
-2 二 +o 三 ) eg 


类 题 1 设 f"(x) 在 [0,1] 上 连续 ,求证 


类 题 2 求证 : 














dx 
4 ) 


era)d = 在 = 二 +ol 二 (7 一 oo ). 
| 四 _ln2 o(L) (n— % ). 
dx x” 
tw | ] 十 和” 
= 1 - 工 [xdfmdl + Xx”)|] 





n 1 1 
-1 + LIn(l +s)dx 
n 0 Wh 
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A 3 
| de = | sin udu, Ee 人 
二 u x 
= x (eos 4 COS 3 
x 
所 以 
A 
上 i <2x", A> Ls 
% er ZL 和 


1 
| "dx es [0,1], 


米 ， 4 ~ 








选 名 校 真 题 














=1- ER2+ iin( + ) dr 
n 


余下 的 只 需 证 明 lim| In(1 + w*)dx = 0 即 可 ,请 同学 们 自行 完成 

五 广义 积 

在 这 一 段 中 将 涉及 广义 积分 的 计算 、 敛 散 性 的 判定 以 及 广义 积分 作为 “ 积 人 
和 ”的 极限 等 内 容 . 

收敛 的 广义 积分 继承 了 定 积分 的 许多 性 质 . 如 ,线性 性 质 . 区 间 的 可 加 性 ,分 部 
积分 法 ,变量 替换 等 . 但 也 有 一 些 性 质 ,如 乘积 可 积 性 , 却 不 再 成 立 (请 同学 们 举例 
说 明 这 一 点 ). 

广义 积分 计算 常用 的 方法 有 @ 和 牛顿 - 莱 布 尼 英 公式 法 ;@ 分 部 积分 法 ;@@ 变 量 
蔡 换 法 . 在 使 用 这 些 方法 时 ,计算 奇 点 (可 以 是 有 限 点 ,也 可 以 是 +  ) 处 的 值 要 
把 它 理解 为 极限 过 程 . 

判定 广义 积分 敛 散 性 的 方法 有 站 定义 ;@@ 柯 西 准则 ;@ 非 负 函 数 的 比较 判别 
法 ;@ 非 负 瑞 数 的 阶 方法 ;@ 阿 贝尔 判别 法 (简称 A- 法 ) ;@ 狄 里 克 雷 判别 法 ( 简称 
D- 法 ) ;QD 级 数 法 等 . 

常见 的 广义 积分 的 敛 散人 性. 


1) eg > 0), 当 p > 1 时 ,收敛 ; 当 p < 1 时 ,发 散 . 
a XX 





2) | Se > 0), 当 p < 1 时 , 收 化 ; 当 p > 1 时 ,发 散 

在 用 阶 方法 判定 广义 积分 的 敛 散 性 时 ,常用 下 面 的 关系 式 : Ye > 0 充分 小 ， 
当 z 一 + om 时 ,In(1 +%) = 0(z); 当 xz-0* 时 ,nx = 0( 三 ) 

例 4.38 计算 下 列 广义 积分 


人 (数学 W ) ; 


(2)1=| 


0 1+x 





9» 


G)K= | 一 de, 其 中 edx = 入 
2 
X 























三 光 


二 人 dx =-In(1l +e ) 





(2) 令 = 二, 则 dx = 一 广 d’， 


ed 2 es 2 
1 x 
1=| r= 下 

















和 
1 
sna 
» 1 
7 ctan . 
2 











wep 


由 分 部 积分 公式 ,可 得 














2x (x + 下 Wr + 本 
_x2 x2 
es 上 可] 
ee _ 2 
本 : | 
TE 
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所 以 
2xe- |1” _ 
2x*+1lo + 2 Th 
类 题 计算 
Bs dx 
f= 三 0). 
| a 
提示 令 x = a 


例 4.39 ”证明 : 欧 拉 积分 1 = [In sin xdx 收敛 ,并 求 其 信 . 
证 明 x = 0 为 奇 点 . Ve > 0, 当 x 一 0' 时 ,有 
Insinx = O((sinx) “) = O(x ). 
由 此 可 知 , 欧 拉 积分 收敛 . 
下 面 求 了 的 值 . 
作 变 量 替换 x = 21 , 则 
7 = 人 sin xdx = 2| sin 2tdt 


T 4 4 
证? +2|[ ln sin td + 2| ln cos tdi. 


对 后 一 个 积分 作 变量 替换 ! = 了 -4, 则 


a -nh 
1= -72 +2|[ ln sin 出 -2 上 了 sin tdt 





TT 
= 了 In2+21， 
故 
TT 
J 二 一 7 2:; 
应 用 欧 拉 积分 ,不 难 求 出 下 面 的 积分 . 
(1) , tan By 


提示 ”分 部 积分 . 


1 i 
(2) [ eon 2 


! arosi ! 1 , 
提示 分 部 积分 ，| dx = | 一 一 = dx, 得 令 % = sint. 
0 i 0 


J 
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XSin x 
3 上 1 -cosx a 
提示 ”分 部 积分 , 原 积分 = sand — cos x) | 
= xlIn(1 — cos x) | -| ndl — cos x) dx 
0 0 
= TlIn2-L. 
而 7 = [ In(1 —- cos x)dx = | bm( 2simz 三 jd 





Tln 2 +2[ hn sin 7 dx, 再 令 : = 5 

例 4.40 计算 几 ，= [On x) "dx,m,m e N,( 北 师 大 ). 
解 ” 由 分 部 积分 公式 有 

1 。 = | nx) "a (2 7 


Wt 











1 
| x)" dx 


Tn >) m+1 

















m n-l = n 
二 a fr (lInx)” dx = Tet 
于 是 有 
-1) 
天 夸 ~ (-1 n(n —1)] 
m,n m+l1 m,n-l ( ) (m+1)’ m,n-2 
1 
i 三 < ”7 
而 
1 
m 1 
pi [a dx m+l1’ 
故 
| 
,= (-1)" ii. 
m,n ( ) (m+1)"" 


例 4.41 设 f(x) = [eos 二 di, 求 (0). 
解 ” 由 导数 的 定义 ,有 
f°(0) = lm A = lim 二 | eos 了 di 


用 - 划 娩 


由 分 部 积分 公式 ,有 
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> 











对 上 式 右 端 的 第 二 项 ,使 用 洛 必 达 法 则 ， 
lim | tsin 1 = mn = 0. 
一 0 XJ0 i x—0 % 


从 而 





/ . 1 2f ,1 时 
f'(0) = lim( - xsin 十 一 | sin di) 





类 题 证 明 广义 积分 1 = |。 Ses sdx 收 合 , 且 |1|< 1 (解放 军 信息 工程 大 








学 ) 
提示 用 D- 法 易 证 广义 积分 7 收 全 
因为 
cosXY _ [*” d(sinx) 
7= 人 让 ~ 1l+x 
sinx | 1'” sinx *” sinx 
1+xlo a ed a 
所 以 





i 1 1 
<| — dx=-—— 
加 | a 1 +xlo 


例 4.42 求 x 一 1- 时， 与 》7 负 等 价 的 无 穷 大 量 ( 第 一 届 全 国 大 学 生 数 学 竞 


赛 ( 非 数学 类 ) 初 赛 试题 ) 
解 “” 本 题 就 是 要 找 x _，*1- 时 的 无 穷 大 量 g(x), 使 得 








V0<65< 一 , 当 x e (1 -6,1) 时 ,由 第 一 积分 中 值 定理 ,存在 & e [n,n+ 
1](n a 


n+l 


因此 ,Vx e (1 -58,1), 有 xz > | wd 进而 有 


n 





| x dt < > 和 ; (1) 
0 n=0 
n+l n 
另 一 方面 ,由 x < | wx?qdi, 即 x” < | xd 可 得 
n n=1 
(2) 


十 oo 
了 1] + | X dt. 
0 


| wa < a <l + ed Ve e(l-56,1). 


n=0 


于 是 , 取 g(%) = 并 (in 上) 则 有 





故 g(x) 即 为 所 求 . 
例 4.43 ”讨论 积 4 
1S [ee os 


的 敛 散 性 
解 先 讨论 1 = [wreos dx 的 敛 散 性 . 


入 1 1 
一 二 y, 即 x = 一 , 见 
全 = -Js Dx 5 
] 人 六” a 
= 可 | y 2 cos ydy. 
; 单调 递减 趋向 于 零 . 又 VA > 1, 有 
eos ydy = |sinA -sinl|2, 
所 以 由 D- 法 知 , 当 a > -3 时 ,A 收敛 ; 
当 w 和 -3 时 ,VmeN,, 有 
| ”3 cos ydy 三 | cos ydy > 全 


当 @a >-3 时 ,六 


dl] 


3 


2nT+G6 


本 w(x 一 1-) [其 中 作 了 变换 = nT) 
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由 柯 西 准则 知 , 1 发 散 . 
再 由 (1 + x)* 的 单调 有 界 性 ,根据 A- 法 知 , 1 与 1 具有 相同 的 敛 散 性 . 
例 4.44 讨论 积 4 
| 
| |x _1 py PpP,d 


的 敛 散 性 
解 x =0,x=1 和 x =+oo 可 能 为 奇 点 ， 


dx dx A 
去 | 了 -1 也 +9 +| p-l p+g A + L. 
ox (1 —x) 1 x (x—1) 


1 _ 1 
(Tw we 

1 1 
(1 -x)™ (lx) 
所 以 欲 使 万 收敛 ,必须 要 求 p -1 < +d < 1. 


又 当 x +o 时 ,一 上 ~ 一, 所 以 欲 使 收 化 ,必须 要 求 p +g < 
Xe (x — 1)°' w+ 








当 w = 0* 时 ， 本 本 





当 x 一 1 时 ， 3 





1 和 2p +g-1>1. 
综 上 可 知 , 当 p,g 满足 : 
p<28H2(1-p)<g<1-p 


时 ,7 收敛. 
例 4.45 积分 1 = | {T= sm ”= 1]ux 是 否 收敛 ? 是 否 绝对 收敛 ? 证 


明 你 的 结论 (北大 ). 
解 x=0 和 x =+o 为 奇 点 . 


和 
0 -1+L,. 
对 六 而 言 , x = 0 为 奇 点 .由 
sinx =% a )(w—0), 


31 


(1 [ 私 0] 0 (x 一 0). 





由 此 可 见 , 五 收敛 . 又 因为 被 积 函数 非 员 ,所 以 五 还 是 绝对 收敛 . 
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< 1, 故 由 (1 +x)" 的 展 


sin x 
x 








对 工 而 言 ,x = + % 为 奇 点 . 因为 当 x > 1 时 ， 








开 式 , 有 
Sin % 和 _ 1 sin%x 5 
(1 -了 “| 1 二 3 + (x > 十 oo ). 
于 是 
加 可 2 Sa xd + (三 jae 
x 


由 D- 法 知 , | on 条 件 收敛 ,而 | o[( 志 jx 绝对 收 化 ,所 以 条 件 收 全 
综 上 知 ,1 条 件 收 全 
介 连 续 导 数 , 有 日 f(0) >0,f'(x) 三 0,Vx 


例 4.46 设 f(x) 在 [0, +%w) 上 有 一 阶 
oo 2 NX oo ,证 明 . i oo (中 
[0, +m). 着 | zy <+m ,证明 :| KJdx <+ (第 四 届 全 国 





大 学 生 数 学 竞赛 (数学 类 ) 预赛 试题 ). 
对 VA >0, 由 f'(x) 三 0, 有 

















证 明 
A 1 A 1 A 六 (x) 
o< | Ra res rf ne ) fx) +f ' (x 
对 其 取 极 限 可 得 
lim | A < lim EC J 
oe 0 f(x) (fx) +f'(% Ty te f 2 (x) flx)/ lo £0) 
由 已 知 条 件 , 有 





- Ee 1 1 
| ga bh Ry rr + A 
例 4.47 设 a,B8 为 实数 , 试 讨 论 积 4 


二 oo 
了 = | Xesin x dx 
o 


的 敛 散 性 (中 科 院 ). 
解 若 B = 0, 则 1 = sin1. | xd 无 处 收敛 ; 


若 B 关 0, 令 t = 妇 , 则 x* = 1B ,dx = 一 16-1di 
1™ 1 al. cy 
1=+| sin tdt (B > 0 取 *+”,B <0 取 *-”) 


+% atl 1 
| 1t8 Sin tdt 
0 


a 
| 
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1 本 | / 革 - 
[这 sin td + 让 lsin tdi 


对 于 了 而 言 ,+ = 0 可 能 为 奇 点 . 当 1 一 07 时 , 1 入 sin 1 ~ 1 入 ,由 此 可 见 , 当 


让 | 3 > -1 工时 ,1 收 全 .因为 被 积 函 数 非 负 , 所 以 1 还 是 绝对 收 化. 


对 于 了 而 言 ,t = + o 为 奇 点 ,此 时 只 考虑 +1 > -1 的 情形 . 
































Bb 
i a+l asL | sint 1 a+l 
沼 ==] 之 B <0 时 ,由 |: sint|= i 及 1 - B > 1 知 ， 
t 6 大 
效 绝对 收敛 ; 

A 

当 0 < 2 2 1 1 时,! 委 -' 单 调 递 递减 趋向 于 零 , 且 Y4 > 1 有 || sinid|<2 
1 


由 D- 法 知 , 厂 收敛 是 为 条 件 收敛 ; 
当 & 二 >> 1 时 ， Yn e N,, 有 





入 
2 atl 


| ”sin tdt 三 [sin tdt = 1. 
由 柯 西 准则 知 , 发散 
综 上 知 , 当 -1 < < 0 时 ,1 绝对 收敛 ; 当 0 < < 1 时, /条件 收敛 . 
例 4.48 ”证明 无 穷 积分 | (1) 中 ds 收敛 ,其 中 [人] 表示 不 超过 民 的 最 
大 整数 . 
证 明 当 Vn x < Vn+1 时 ,有 [x] =n,n=0,1,2,…. 而 


| (- 1) ldx 三 2 os -1)521dx 


n=0 





YC - Vn) 


SE 
a w+1 + 
这 是 一 个 交错 级 数 ,由 莱 布 尼 芯 判别 法 , 它 收 全 
这 个 例子 告诉 我 们 ,无 穷 积 分 上 ( - UDP de 收敛 ,并 不 要 求 被 积 函数 


flx) =(-1) 一 0 一 +oo). 
例 4.49 证 明 . 
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故 


故 


dx 


2 
1 + % sin x 


(1) 无 穷 积 分 | 发 散 ; 


(2) 无 穷 积分 [一 名 收 全 


1 + X'sin’x 


证 明 利用 级 数 法 . 
(1) 原 积分 = | “一 此 


2 .2 
10 .on 1 + X% sin x 





邻 x =nm+t 二 [ dt A 
A 1 + nm +t) sint n=0 


1 








dt Or dt 
UW = 由 > 和 
0 0 SIn 0 1 + (nm+t) sint 


当 0 < < 时 ,有 
ER 
2 22 1 


(nm +t)sint < (7+1)2mP < (+l)2m 一 一 1 
(n+1) mn 


| dt s 1 , 1 
0 1 + (nm +t)’sin’t 2T 7+1 


由 > 一 一 发 散 ,5 可 知 > 发 散 , 从 而 原 积分 发 散 . 


n=0 


(2) 类 似 于 (1) ,有 
原 积分 = > 一 > 


220:0 1 + (nmt+ 1) ‘sin’t 130 





u, > 


n 








A 上 di 
” 1+ (nm+t)'sint 








di 3 di 
= 4 a + 4 .2 
ol+(nm+t) sint 1 1+(nm+m-t) sint 








ee 


(nm +1)sint=n a = 47 n't, 


米 ， 24 


精 选 


























i 





| 1 fm dt 1 
wu, = 7 7 < 本 
1 二 nt ”27 0 1]+t 4 7 


由 点 收 和 敛 ,可 知 > 心 收敛 . 同 理 可 证 > 收敛 ,从 而 > 收敛 . 由 此 
可 知 , 原 积 分 收 全 
例 4.50 设 f(x) 在 (0,1] 上 单调 ,0 是 奇 点 .证 明 : 如 果 [Kods 收敛 , 则 





lim > /三 上 [A (1) 


一 o NN 

















反之 ,如 果 式 (1) 左 端的 极限 存在 , 则 | (x) dx 收 剑 , 且 等 式 成 立 . 
证 明 不 妨 设 /(x) 单调 上 , 且 f(x) 二 0 (否则 ,考虑 函数 F(x) =f(x) -f(1)). 
将 (0,1] 区 间 n 等 分 ,分 点 为 三 (h = 1,2,…,n) , 则 当 x e [4 二 1, 和] 时 ,有 





AE)<Ax) < 


那么 ,车 [f(x) dx 收敛 , 则 由 
[ares LS AL) LE AY) fe 


可 知 , 式 (1) 成 立 . 
芭 过 来, 记 m = Ka)dx, 则 mw > 0 且 |o| 人 .车 式 (1) 左 端的 极限 存在 ,由 


二 > 几 全 | 可 知 ,1 | 上 有 界 . 由 单调 有 界定 理 便 知 lima, 存在 ,再 注意 到 
Pe ee 收敛 . 从 而 式 (1) 成 立 . 
注 4.9 即使 广义 积分 | /sa) dx 收敛 (& 为 奇 点 ) ,一 般 说 来 ,等 式 : 


tm o 


也 未 必 成 立 . 也 就 是 说 ,即使 收敛 的 广义 积分 ,如 果 不 附加 额外 的 条 件 , 它 一 般 也 不 
能 写成 积分 和 的 极限 . 


例如 ,广义 积分 |In «|dx 收敛 (0 为 奇 点 3 i 
将 (0,1] 区 间 等 分 ,分 点 为 二 (= = 1,2,…,n). 在 第 一 个 小 区 间 (二 | 内 
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取 两 个 介 点 者 = e” 和 剖 = e” ,而 在 其 余 的 小 区 间 [一 ,三 ] 上 取 介 点 吉 = 


(有 = 2,3,…,n) .这 样 ,就 有 两 组 介 点 
{és| :e ,9 ,3 
ee 

相应 地 ,就 有 两 个 积分 和 > f(&') 二 和 > fle’) 工 . 作 关 





n ， 1 n , 1 1 2 元 | ] Se 
> Ki) 一 - > fe) 二 |Ine | IIne | = 并 
k=1 n 大] nn 


即 
lim > ED) Flim > ED) 工 ， 
这 表明 ,积分 和 的 极限 与 介 点 |&,| 的 选取 有 关 . 因此 , 式 (2) 一 般 不 成 立 . 
例 4.51 ( 伏 闻 兰 尼 (Froullani) 积 分 公式 ) 设 f(x) 在 (0, + % ) 上 连续 ,a > 
0, > 0, 有 
(1) 车 /0) ,A(+ um ) 存在 , 则 
A A = [A0) -A+ wm) ln 之 ; 


(2) 车 /0) 存在 , 且 V4 > 0,| 全 全 qx 存在 ,出 


*” f(ax) 二 所 bx) |。 三 和 


(3) 若 K+ o ) 存在 , 且 V4 > 0,| Ad 存在 , 则 


™ flax) -fbx) |， Em 


(复旦 大 学 ). 
证 明 (1) V[a,8] C (0, +o) ,有 
[R00 = Ab) = | Nog = | Lb) gy 


分 别 作 变量 替换 . ax = 上 和 bx = t, 有 | 
[A A -Pen 
(ll) lh 


B 
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由 第 一 积分 中 值 定理 ,有 
| tA) -Ke pn) 于 


B 1 
= [f(é) ~- A) Jin2, 


其 中 在 aa 与 ba 之 间 ,” 在 a6 与 6B 之 间 . 
在 上 式 中 同时 令 w 一 0 ,8 一 + o 可 得 结论 . 


(2) 当 | 信人 qx 存在 时 ,在 式 (1) 中 , 令 B 一 + %, 有 | 人 di 一 0, 于 是 有 


+% ew ba bB 
人 cz) = AP = lim ADg -lim [ADa 
0 六 oO0+Jaa it B—+% JaB 





= lim AO mE = A 
(3) 类 似 于 (2) 可 证 之 . 
这 个 公式 的 证 明 综合 运用 了 变量 蔡 换 .区间 的 可 加 性 及 第 一 积分 中 值 定理 . 由 
于 第 一 积分 中 值 定理 对 无 穷 积分 不 再 成 立 ,因此 首先 在 有 限 区 间 [a,B] 上 讨论 ， 
然后 通过 极限 过 渡 到 无 穷 区 间 (0，+ ww ) 上 . 这 是 处 理 无 穷 积分 的 常用 方法 ,希望 
同学 们 仔细 领会 . 
利用 伏 茹 兰 尼 公式 可 以 很 快 计算 出 下 列 积分 . 


十 oo 十 oo 一 QX 
arctan wx — arctan bx e 
1) | dx; 站 | 

x 0 














三 亡 —bx 
i 
多 











+% 一 ax2 一 px2 
Dg 0 


4) 上 COS QX 一 COS 2 网 


x 


其 中 a > 0,b > 0. 
| A(x) ds 收 化 与 lim /(x) = 0 的 关系 


(1) Ka)dz 收 伊 汶 lim J(x) = 0( 见 例 4.44); 


(2) | A adr 收敛 , 且 f(x) > 0 lim /(x) = 0; 
例如 , 取 
+*=neN,, 


1 
(x) = 
0, x 宇 0 有 昌 x#neN,. 














显然 | Afar 收敛 于 0, 但 lim f(x) 不 存在 ,当然 lim f(x) 0. 
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(3) | far 收敛 ,是 f(x) = 0 连续 7 lim f(x) = 0 或 /x) 有 界 . 
例如 , 取 
1 


nn |x-nl|, ep 
flx) = " 
n = 2,3,.… 


0， 当 x* 为 其 他 正 数 时 ， 
则 上 Ad = 二 三 -nlx -al]dx = > 三 收 敏 ,但 lim Kx) 关 0, 且 
jw) 在 [0，+ wm) 上 无 办 
在 上 ad 收敛 的 前 提 下 ,如 果 对 xz) 附加 上 合适 的 条 件 可 保证 lim /(*) =0 
成 立 . 看 下 面 的 几 个 命题 
命题 4.3 若 | Ca)dr 收敛 , 且 lim f(x) 存在 , 则 lim f(x%) -= 0， 

















命题 4.4 若 | as)ds 收敛 , 且 f(x) 在 [a, + m ) 上 单调 , 则 lim f(x) = 0; 


题 4.5 车 | (x)dx 收敛 ,是 Kx) 在 [a,+ wm) 上 一 致 连续 (或 更 强 地 
六 (x) 在 [a, + wm) 上 有 界 ) , 则 lim 大 xz) = 0 (武大 ); 


= 


命题 4.6 车 | f(x)dx 收 化 ,f(x) 在 [a, + w) 上 可 导 且 (x) 也 收 
敛 , 则 lim /(x) = 0 (新 疆 大 学 ) 

例 4.52 证 明 命 题 4.5 

证 法 1 由 于 f(x) 在 [a, + o ) 上 一 致 连续 ,所 以 Ye > 0,36 > 0(5 三 =)， 
Vxi,x2 e [a, +o), 只 要 lx -x | 三 6 ,就 有 


[fm ) = fn | < 
又 由 | Af) ar 收敛 知 ,对 上 述 6 > 0, 34, 二 a, Vx',x”> 4,, 有 


6 
“7 





[Aa 
Vt > 4o, 取 x',x”> 4 ,使 x <t <x”, 且 x”-x =6, 则 有 


l= Ava fa [AD 


<[ A -AD lr fA 


米 ， 24 ~ 








情 选 




















i 





故 
， 
f(x) | +7 <E€. 
证 法 2 用 反 证 法 .大 lim f(x) 关 0, 则 a > 0, YX > a, jx > XX 使 得 


[f(xo) | so 
因为 fx) 在 [a, + o ) 上 一 致 连续 ,所 以 对 上 述 ss > 0,30 < 5 < 1,Vxi， 
2 ela, + % ) ,只 要 |xi -x,| < 6,, 就 有 


fn) -fsa) |< 





于 是 ,对 es， = > 0,V4 =>a, 令 X=4o+1l, 取 xo > 民 使 得 |f(x) | 20 
成 立 .不 妨 设 f(xo) > 0, 则 当 |x -wx|< 5 时 ,有 
f(x) > Kw) -2 >0. 


0u 
取 A’ = 于 和 加 = 则 4”> 4 > 4, , 且 有 


> (*) 








[fa = [ee 
由 柯 西 准则 知 ， | “f(x) dx 不 收 伍 ,矛盾 . 
(车 /(%6) <0, 则 当 lz -ml<5 时 ,有 Ha) < 字 +/(%0) 大 - 子 , 即 -Naz) > 也 


这 样 将 式 (* ) 中 的 f(x) 用 -f(x) 代 蔡 ,不 等 式 仍然 成 立 ). 
例 4.S3 和 若 函 数 几 xz) 在 [0, + %) 上 正 值 单 调 减 少 , 且 lim f(x) = 0, 则 


Aw) dx 与 极限 lim > fnh) 同时 收敛 , 且 | /x) dx = limh > fnh). 并 由 








此 求 极 限 lim( 1 —1) [一 人 记 十 小 


l+t 1+t 1l+7 
分 析 ” 欲 证 | Af) ar limh > fl(nh) 中 有 一 个 收敛 , 另 一 个 必 收 敛 . 只 需 
证 : Ye > 0, 当 hh > 0 充分 小 时 ,有 
三 Au -> mh) | 证 
成 立即 可 . 
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证 明 由 f 在 [0, + %w ) 上 正 值 单调 减少 ,有 
| fdr > A < > fnh) 


和 
二 加 名 n+1)h 2 
[ flx) dr = > f(x) dx > n> A + 1)h) 
= h2, flnh) = h > flnk) - hf(0). 
于 是 ， 


hy fnh) _ MO0) < | ads <h > fmm). 














显然 ,| f(x) dx 与 limh > /mh) 同时 收敛 ,上 且 


三 Am -> nh) MO0) 
在 上 式 中 , 令 h 一 07 就 得 到 所 要 证 的 等 式 . 




















取 f(%) = 一 一 , 则 f(x) > 0 在 [0, + wm ) 上 单调 减少 ,是 [” 一 此 = ln2， 
1 +e 0 1]1+e' 
所 以 
+ dx < 1 = 如 
= limh 三 二 | = ln2 今 有 h = -1nt). 
| 1 Fe 0 这 下 im nt) > ] 十 如 (® WW) 
注意 到 lim 二 = 1 ,我 们 有 
tr*1-1C— 


ln2. 








如 如 
= lim( ~— lnt = 
1 +7 i a ] + 


lim(1 -1) > 
Le 关 三 下 


第 五 讲 级 数 


在 这 一 讲 中 ,我 们 将 涉及 数 项 级 数 钱 散 性 的 判定 及 其 性 质 、 函 数 项 级 数 敛 散 性 
的 判定 及 其 性 质 .震级 数 的 收敛 域 及 其 在 收敛 域 上 的 性 质 、 傅 里 叶 级 数 及 其 性 质 等 
内 容 . 本 讲 内 容 丰 富 ,应 用 广泛 难度 较 大 .考研 份量 重 . 

一 、 数 项 级 数 

1. 求 和 

求 和 是 一 个 困难 而 复杂 的 问题 ,没有 特别 好 的 办 法 . 常用 的 方法 :1) 用 一 些 特殊 技 


巧 先 求 出 前 n 项 部 分 和 $， w ,然后 取 极 限 求 出 级 数 的 和 ;2) 借助 于 几何 级 数 求 























和 ;3) 子 列 法 求 和 , 即 若 已 知 级 数 w 收敛 ,通过 求 5,, (或 5,,, 或 5;, 等 ) 的 极限 得 到 


了 级 数 的 和 (注意 这 里 5,, 等 要 容易 求 出 才 行 !) ;4) 借 助 于 窜 级 数 . 傅 里 叶 级 数 求 和 . 

2. 正 项 级 数 剑 散 性 的 判定 

稼 用 的 方法 : 

1) 收 敛 原 理 , 即 正 项 级 数 收敛 的 充 要 条 件 是 它 的 部 分 和 数列 有 上 界 ; 

2) 比较 法 . 在 使 用 比较 法 判定 级 数 敛 散 性 时 ,首先 要 对 级 数 的 敛 散 性 有 个 精 
确 地 估计 ,然后 通过 不 等 式 的 放大 或 缩小 找到 合适 的 比较 级 数 ; 

3) 根 式 判 别 法 ; 

4) 比 式 判别 法 . 

根 式 判别 法 和 比 式 判别 法 都 是 比较 法 的 具体 化 ,它们 是 以 几何 级 数 作为 比较 
级 数 而 建立 的 . 另外 , 几 是 能 用 比 式 判别 法 判别 的 级 数 一 定 能 用 根 式 判别 法 判别 ， 
但 反之 不 行 ! 换言之 ,就 是 根 式 判 别 法 比比 式 判 别 法 有 更 广 的 适用 范围 . 

除了 上 述 大 家 熟悉 的 判别 法 外 ,下面 我 们 再 介绍 几 个 判别 法 . 

5) 拉 贝 (Raabe) 判 别 法 . 


对 正 项 级 数 yo (o 0) , 记 y = limn( qu 
| Wn a 


当 y < 1 时 ,级 数 发 散 . 
6) 高 斯 (Causs) 判 别 法 . 
对 正 项 级 数 a,(a, 关 0) ,车 ，( 6 有 界 , e > 0 ) , 则 当 


A>1 或 A = 工 而 人 >1 时 ,级 数 收敛 ; 当 和 < i = 1 而 夺 1 时 ,级 数 发 散 . 

















_ 1 , 则 yy > 1 时 ,级 数 收敛 ; 




















= 和 + 到 
n 


ne 
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7) 柯 西 判别 法 . 
若 |a | 为 递减 正 数列 , 则 a 与 》 2"q， 同 伍 散 
8 ) 对 数 判别 法 . 
对 正 项 级 数 yw (w 类 0) , 若 Ja > 0 及 自然 数 NN , 当 n > N 时 ,有 
| 
三 1+w 
则 级 数 收 敛 ， 
若 存在 自然 数 W ,使 当 n > N 时 ， 
1 
ln 一 
和 Sl 
则 级 数 发 散 . 
9) 柯 西 积分 判别 法 . 


设 f(x) 在 [1, + % ) 上 非 负 且 递减 ， 则 | 区 神 症 对 > 6) 同 敛 散 . 
需要 特别 说 明 的 是 : 拉 贝 判别 法 和 对 数 判 别 法 都 是 以 p 作为 入 


建立 的 ,而 高 斯 判别 法 则 是 以 比 p 级 数 收敛 得 更 慢 的 级 数 2 a >1) 作 
为 比较 级 数 而 建立 的 . 从 比 式 判别 法 (或 根 式 判 别 法 ) 到 拉 贝 i 或 对 数 判 别 
法 ) 再 到 高 斯 判别 法 虽然 适用 范围 一 个 比 一 个 更 广泛 ,但 由 于 我 们 找 不 到 (事实 上 
也 不 存在 ) 一 个 收敛 最 慢 的 级 数 作为 比较 级 数 ,因此 也 就 无 法 建立 适用 于 一 切 正 
项 级 数 的 判别 法 . 

另外 ,我 们 还 会 经 常用 到 如 下 的 
斯 特 林 (Stirling) 公 式 : nl ~ Dr 二 em 一 oo ) . 
3. 变 号 级 数 剑 散 性 的 判定 
第 用 的 方法 : 
1) 柯 西 收敛 准则 ; 
2) 狄 里 克 雷 判别 法 (简称 D- 法 ). 它 是 判别 条 件 收敛 的 有 用 方法 ; 
3) 阿 贝尔 判别 法 (简称 A- 法 ). 它 也 是 判别 条 件 收敛 的 有 用 方法 ; 
4) 莱 布 尼 蒋 判别 法 . 它 是 D- 法 的 特殊 情形 . 
至 于 绝对 收敛 性 的 判定 , 正 项 级 数 的 判别 法 对 它 都 适用 . 需要 注意 的 是 :虽然 


一 般 来 说 ,由 > |a, | 发 散 并 不 能 推出 > 发 散 ,但 若 用 根 式 法 或 比 式 法 判别 出 
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> jw | 发散 , 则 级 数 a 一 定 发 艇 . 这 是 因为 这 两 个 判别 法 判定 发 散 的 依据 是 


级 数 的 通 项 不 赵 于 0 , 即 不 满足 收敛 的 必要 条 件 . 

4. 证 明 级 数 发 散 常 用 的 方法 

1) 证 明 通 项 不 趋 于 零 ; 

2) 利 用 柯 西 收敛 准则 ; 

3) 证 明 按 某 一 方式 加 括号 后 所 得 到 的 级 数 发 散 ; 

4) 对 正 项 级 数 ,证明 前 项 部 分 和 数列 无 上 界 ; 

5) 对 正 项 级 数 ,利用 包含 发 散 内 容 的 各 种 判别 法 (例如 , 拉 贝 判别 法 , 当 y <1 
时 发 散 ) ; 


6) 利用 级 数 的 运算 性 质 ,即将 通 项 w， 写成 4 = + 的 ,然后 说 明 站 和 








> w 中 有 一 个 收 全, 而 另 一 个 发 散 

5. 收敛 级 数 的 性 质 

绝对 收 全 的 级 数 具有 有 限 和 的 性 质 , 即 满足 :结合 律 .交换 律 和 分 配 律 , 而 条 件 
收敛 的 级 数 只 满足 结合 律 , 不 满足 交换 律 和 分 配 律 ,并 具有 奇特 的 性 质 :如 , 黎 曼 定 
理 所 述 的 性 质 

两 个 绝对 收 全 的 级 数 a、 4 相 乘 , 按 任何 方式 排列 wii = 1,2,…) 


求 和 所 得 到 的 级 数 仍然 绝对 收敛 


记 
村 Ch， 当 ow， = 0 时 ， i 0， 当 w， = 0 时 ， 
a = Cn 二 
0， 当 c，< 0 时 . -a,， 当 a, < 0 时. 


车 >o, 绝对 收敛 , 则 > > 都 收敛 ; 若 > 条 件 收敛 , 则 本 
> 都 发 散 到 + %. 

例 5.1 求 一 筷 寺 之 和 

解 用 5 二 才 的 前 基部 分 人， 则 
> 人 一 = -> 2 1 


= 2k+1 2k -1 
2 2 -> 24 
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> el 27 -1 
一 中 站 A a 
1 2 2 2 
Re 
fe ph 27 
故 
limS, =1+ po 
Ue k=0 
< (x 关 km) 之 和 . 


例 5.2 求 级 数 > an 
n=1 


1 -tan2 
解 由 cot2x = Zana ,可 得 


2cot2x = cot x -tanx, 即 tanx = cotxy -2cot2x 


于 是 
n 1 x n 
S, = 和 Dela 7 二 入 (cot 7 一 2cot 
1 x 1 
= 一 cot 二 一 coty 一 一 -cotx(7 一 oo )， 
2 最 x 


故 所 求 的 级 数 之 和 为 二 
设 级 数 > 收敛 , 则 必 收 敛 的 级 数 为 ( 。“). 


例 5.3 

(A) (-D" 拓 ， (B) Pw; 

(C) > (Cw, -un); (D) 之 Cu + uo). 
(数学 DD. 


解 因为 》w 收敛 ,所 以 ww， 收敛 ,因而 级 数 (w+ w,) 收敛 ， 


n=1 n=1 n=1 


(D). 


对 选项 (A) ,考察 = ( 1 ;对 选项 (B) ,考察 = 1" 二; 对 泛 项 


-1)"— 
lInn’ 阿 


1 

(C) ,考察 u, = (-1) ”一 . 

Vn 

例 5.4 设 w 关 0 , 且 lim 卫 =1, 考察 级 数 > (-1)"" (小 + 下) 的 绝对 
人 n=1 Ui Unrl 


n 


收敛 性 (数学 了). 
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解 由 Jim 站 = 1 可 知 ,lim = 0 .而 


= D" (+ 1 )= 二 +(-D7 一 ， 








大 VE+1 Ul n+l 
所 以 
i 
no% Ul 
即 所 考察 的 级 数 收敛 . 但 由 
1 1| ln n 2 
+ 一 | 一 + ~ 二 (一 oo) 
UW Url 用 UW, Url 及 














发 散 , 故 原 级 数 为 条 件 收敛 . 





可 知 ， | 


二 








n n+l 


例 5.5 判断 级 数 》 Cas _ 1) 的 敛 散 性 . 


解 因为 a = ns -1=e -1= + ) (一 ao)， 





1 + 7 六 1 + 7 
又 注意 到 Inn = 0O(ne)(n -om ) (s > 0 充分 小 ) ,可 得 
ee 


由 此 知 , 原 级 数 收敛. 
注 5.1 在 本 例 的 求解 中 ,我 们 使 用 了 阶 方法 . 它 适 用 于 正 项 级 数 ,依据 是 比 
较 判 别 法 . 请 同学 们 注意 领会 ,并 学 以 致 用 . 


例 5.6 若 lim(nw*"a,) = |, 间 级 数 》 a 是 否 收敛 ? 试 证 明之 (上 海 交 
天 | 


5 0 a, _ 1 TS] in 二 
解 由 Tim( im a,) = lim = 1 及 limn 2min 二 = lim (上 =0 
n>% -2msin 一 7 一 oo no \n 














可 知 , 当 n 一 % 时 , a, 与 mn2mr 为 等 价 无 究 小 量 
又 由 


0 < nm - J oo ) 
知 ， > a 收敛 . 
例 5.7 研究 下 列 级 数 的 敛 散 性 
人 


从 
从 
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(2) > 十 [e - (1 + 十) 了 (上海 交大 ). 

解 (1) 因 为 
Sw 
+1)- Vn t+an+b 
nil+ VE rantb 
(n+1) - (n+an+b) 
i 

(2-a)n+(l1-5b) 


(nt+lt+ ME Fon tb (ntl + Vn tantrb) 
所 以 当 n 一 > o 时 ， 











2 一 








， 当 a 对 2 时， 
a, ~ 4 Vn 
1-5b 
， 当 a =2 时. 
47 An 


由 此 可 见 , 当 & 产 2 时 ，》 w 发 散 ; 当 w = 2 时，> a 收敛 ， 
(2) 因 为 (1 + 二 ) 1 趋向 于 ,所 以 这 是 一 个 正 项 级 数 . 





由 mnl1 + 工 j-1 = : + o (三 ), 可 得 
n 3n n 


a (1 二 加 _ e[1 _ emm (itw)-1] 


(| 3n he + 人 a sl 2n 1 | 5 


四 [> -和 (站 











e'『 1 11 eY 
= 起 -+ (5)] - (全 ) 二 一 加 ) 
由 此 可 见 , 当 p > 0 时 ,级 数 收敛 ; 当 疡 < 0 时 ,级 数 发 散 . 
例 5.8 证 明 对 数 判别 法 (哈工大 ). 
证 明 (1) 由 所 给 的 不 等 式 , 当 n > N 时 ,有 


je (1 +a)lnn, 
Cn 


即 
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工 三 1 ， 
a 
或 
mw < 
n 
利用 比较 法 ,由 》 -收敛 可 知 ，》 a, 收 全 
n=1 nN 拘 寺 
(2) 类 似 地 , 当 n > N 时 ,有 
jm < lnn, 
Qi, 
即 
a, 三 
n 


由 > 二 发散 ,可 知 > a, 发散 
利用 对 数 判别 法 ,可 很 方便 地 讨论 下 列 级 数 的 仇 散 性 . 
(GD) a(x >0) ( 当 0 <x < 工时 , 收 伊 ; 当 * > 二 时 ,发 散 ) 





lInn 
攻 三 久 (ln n) 








1 
i 
提示 = 2 (— In a), 
lInn Inn 
1 
1 el 十 …* pb mm 一 
由 施 图 效 定 理 易 知 , lim 1, 故 lim 一 =-lna. 当 -lna>1,， 

n>% Inn n>% lInn 


果苗 坟 二 及 过 时 ,级 数 收敛; 当 = 机 过 下 二 二 区 二 时 ,级 数 发 散 


例 5.9 若 w， > 0 ,级 数 > mw 发 散 ,$， = > mw ;证明 : 
本 二 k=1 
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(1) > + 发散;(2) > 5 收敛 (第 (2) 问 ,东北 师 大 ). 
证 明 a 
取 。 =>0,VNe N, (固定 ) , 取 n = N+1 > N. 由 于 |5,) 1 趋向 





于 + w ,所 以 对 国定 的 N ,存在 m > N 适 当 大 ,可 使 xs < : . 于 是 有 











全 
N+l+p’ 
n+l 证 Qn'i2 证 nrp’ = Srp =5 
Sn S42 Srp n'+p 
二 1 本 S, 和 1 Sy 
Da yrs 
1 
> 7 = eu， 


由 柯 西 准则 知 ,级 数 > “发散 
(2) 因 为 5, 过 SS ,所 以 








Ql Si — 3, _1 1 
8 SS 8, Su 
而 级 数 > (二 -二 -) 收 全 于 二 , 故 > 号 收 全 
注 5.2 一 般 地 ,对 任意 的 a > 0， 二 二 收敛. 


和 





事实 上 ,对 函数 Kx) = - 在 [5,,S,,] 上 使 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 


QX 





1 人 1 1 ) Ql 
> n E Dy ” 
人 


Cn 


中 < 2 = 过 (二 - 志 )， 
Sr 6 QS SS, 














由 级 数 > 二 (二 - 下-) 收 全, 可 推出 级 数 > 2 和 3 收 全 


i 
9 n=1 Na 


类 题 1 设 级 数 3 a,(a, > 0) 发 散 , 证 明 ; 存 在 收敛 于 零 的 正 数列 14,1 ,使 得 





级 数 > ab, 仍然 发 散 (解放 军 信息 工程 大 学 ). 
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提示 设 $, = > a, 取 b= 言 即 可 . 
k=1 n 


类 题 2 设 正 项 级 数 》a,(a，> 0,n = 1,2,…) ,证 明 : 必 存在 发 散 的 正 项 级 


n=1 


[2 . pA b 
数 县 0， ,使 得 im 避 一 = 0. 
n=1 nw 


提示 旋光 三 ee VS ,0 n = /5, — VS ln = 2,3,.…) 即 可 . 


例 5.10 证 明 柯 西 判别 法 . 
证 明 ”因为 对 正 项 级 数 , 任 意 加 括号 不 改变 其 敛 散 性 ,所 以 由 


> a, = a +(d+do)+(a+as+a+d)+(as + TaQ5) 十 … 


n=1 


a +2a, +4a +8as +… = > 2"a,, 


m=0 


=Q+d+(a+a)+(a+ +as) + (a + 二 06) 十 


is 
S 


3 
sa +a +2a +2 a +2 a + 
] < 
= Qi 十 2 
2 m=1 


知 ,级 数 》a, 与 级 数 2"4, 同 敛 散 . 


n=1 m=0 


利用 这 个 结果 ,可 证 明 : 当 > 1 时 ,下 列 级 数 收敛 . 
= 1 

1 又 

0) > yr (a > 


i=3 nln n(n ln n)’” 























n=2 Nn 
汪 明 :(1) {二 是 1 下 数列 ,日 
n(ln n)? 
1 1 1 
轨 玖 ,二 Dn 本 . 
22 2"(]ln 2™)? (ln 2)? m? 
1 
2™ a 果 乡 
由 4, ~ (In Ds > 1 


(2) E 是 上 正 数列 , 且 


nln n(ln lnn) 
l 
2"ln2"(lnln27)7 
1 
mln2(lInm + ln ln2)” 


ph yn = 全 现 
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1 1 S 1 >0 (mm—= %). 
mln2(lInm+lnln2)?/m(Inm)” ln2 


1 A 
由 (1) 知 ,级 数 > ee ee 收敛 ,从 而 原 级 数 收敛 . 
由 此 可 见 , 当 > 1 时 , 正 项 级 数 
1 1 
7 mln 7)2 nlnn(ln ln n)? 
都 收敛 ,依次 后 者 比 前 者 收敛 较 慢 . 类 似 地 ,可 继续 写 出 收敛 得 更 慢 的 正 项 级 数 
(从 这 ,也 可 说 明 不 存在 收敛 最 慢 的 正 项 级 数 ). pS 1 时 ,它们 都 发 散 . 


例 5.11 设 1P, 为 正 数列 ,证 明 : 知 级 数 二 收敛 , 则 级 数 











oo 2 





n2 
pn 
A (pr + ps + +p,)Y 
也 收敛 . 
证 明 用 收敛 原理 . 
引进 记号 qo 时 0,g, = >.p;,T, pe 六 < 十 0 
i=1 i i=1 Pi 


下 面 估 计 部 分 和 数列 的 上 界 . 令 
§ 汪 S a = 
二 ) (gq, 一 q_i) ， 














则 
,一 二 一 0 
二 > 也 es (gq, — qa-1) 
1 nn 7 
三 十 一 
Pi 和 dn-l =2.4 
1 < (n+1) pn 
加 十 EE 
pi > dn n=2 dq 
m m 1 
< 下 2 + 人 
Pi 2 dn 和 2 dn 
由 柯 西 不 等 式 , 有 
(3 | -> < (5 Li )( m 二 | 
a 天 三 人 dn /py 2 gq ” 2 Pn 
代入 上 式 可 得 
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令 5, 一 y， 则 有 


解 该 不 等 式 可 知 ， 


VS, =yvT+ pP7+ 了 ,YA 
pi 


这 表明 |5, | 有 上 界 . 由 收敛 原理 知 , 原 级 数 收敛 . 
例 5.12 设 x > 0,limn( 2 1 > 0. 证 明 ; 交 错 级 数 (一 1) "i 收敛 





证 明 ” 先 证 明 一 个 不 等 式 . 设 B6 > w > 0, 则 Vx e (0,6)(6 > 0 适当 小 ), 有 
1 +Bx > (1 +x)". (1) 


事实 上 , 令 f(x) =1+Bx-(1+x)", 由 f(0) =0 和 f/f(0) =B6-a>0 可 知 ， 
存在 6 > 0, 当 x e (0,6) 时 ,有 f(x) > 了 (0)，, 即 式 (1) 成 立 . 

下 面 回 到 本 题 . 由 已 知 的 极限 , 当 n 适当 大 时 ,|x,| 单调 递减 . 设 所 给 的 极限 
为 y > 0, 取 a,B > 0 满足 y >B > a > 0, 则 当 n 适当 大 时 , 有 


i 
n n 





a 


这 里 应 用 了 不 等 式 (1). 由 此 可 知 ,存在 4 > 0, 使 当 n 适当 大 时 ,有 


0<x, < 2 
n 
由 莱 布 尼 英 判别 法 ，> ( -1) "x 收敛 . 
n=1 


ACT 
例 5.13 讨论 级 数 > 一 -人 一 的 敛 散 性 (s > 0). 
n=1 n 
在 讨论 这 个 题目 之 前 ,我 们 先 引 述 一 个 命题 . 


命题 5.1 将 级 数 也 a, 加 括号 , 且 在 每 个 括号 内 各 项 的 符号 相同 . 若 加 括号 








所 得 到 的 级 数 收敛 , 则 原来 的 级 数 a 也 收敛. 


这 个 命题 不 难 用 级 数 收 化 的 定义 或 柯 西 收 全 准则 予以 证 明 . 由 此 可 见 ,任何 
变 号 级 数 都 可 以 采用 加 括号 的 方法 ,使 其 成 为 一 个 交错 级 数 , 且 两 者 的 敛 散 性 相 
同 . 

解 (1) 当 s > 1 时 , 易 知 级 数 绝对 收敛 

为 了 讨论 0 <s < 时 级 数 的 伍 散 性 . 先 将 级 数 中 相 邻 的 同 号 项 合并 构成 一 个 





交错 级 数 > ( - 1)"a, ,其 中 
n=1 


1 1 1 
+ 2 a 名 
n (n +1) [ (n+1)* -1] 


(2) 当 s < 本 时 ,由 


2n+l1 > 2n+l1 > 22+1 
+2n)’ (n+1)” n+l 


可 知 ,级 数 》 (_ 1)"a 发 散 ,从 而 原来 的 级 数 发 散 . 








> 1 





下 [1 号 + o( 己 )] 
= 二 [(2n +1) - "ts, + 人 





_ 2n+1 ts + 0( 1 | 


2s 2s+1 2s+1 
n 


通过 计算 易 知 





Cn 己 Cn+l 于 2 十 0 - ) 


2s+1 2 +1 
n 


因为 当 这 <s 三 1 时 , 2s > 1 ,所 以 由 上 可 知 , 当 适当 大 时 4a,) 单调 递减 趋 
向 于 0. 由 莱 布 尼 区 判别 法 ， Te 1)"a, 收敛 ,从 而 原来 的 级 数 收 敛 . 注意 到 


> 二 (二 < s < 1 发散, 故 原 级 数 条 件 收 全 


n=1 


例 5.14 研究 级 数 > oe 的 敛 散 性 (包括 条 件 收敛 绝对 
收敛)， 


a (— 3)" 胡 
解 记 vw，= EE , 由 泰勒 公式 ,可 


, Ca 











米 ， 4 
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2 
|) 
由 于 (7 条件 收 合 ， | (2) + o( 二 (和 )] 绝对 收 全 ,所 以 原 
级 数 条 件 收 全 
1 1 1 


Sv 全 1 
例 5.15 证 明 . 级 数 1 三 oo . 
| We 2 Rt 








证 明 考察 








s > ( 0 证 司 
> 壮志 > 半 ( 庆 - 俩 
-到 > -二 


显然 3 一 +o (7 一 ao ) .对 VmeN ,3jzeN ,使 m=3n+i(i=0,1,2). 由 
于 级 数 的 通 项 趋 于 0, 故 当 m 适当 大 时 ,有 

















从 而 5， +%(m— %). 
本 例 是 通过 估计 {5,1 的 一 个 子 列 发 散 性 而 证 得 原 级 数 发 散 的 ,这 正 是 所 谓 的 
子 列 法 . 在 级 数 求 和 中 我 们 曾经 用 过 这 种 思想 . 
例 5.16 讨论 级 数 
1 1 1 1 1 1 
一 十 一 十 …' 十 一 十 
1 27 3 44 (2n -1)” (27)7 
(p >0,q > 0) 的 敛 散 性 (复旦 大 学 ). 
解 (1) 若 > > 1,g > 1, 则 








la, |s 


六 | 一 二 | 此 


由 比较 法 知 , 原 级 数 绝对 收敛 . 
(2) 若 0 <p 夺 1,g > 1( 或 p > 1,0 <4g 和 1), 则 如 下 加 括号 后 得 到 下 面 的 级 数 


> (二 -二 (1) 
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和 7 发 数 ,> -了 收 全 知 ,级 数 (1) 发散 ,从 而 原 级 数 发 艇 
0 <p<g 夺 1( 或 0<g <p 夺 1), 由 于 
1 __1 、0 
(27 -1)” (27)7? 
且 
1 SE 1 | _ (2n -1)” 
(2n.-1)? (2n)” (2n -1)7” (2n)° 
1 
re Ct 


所 以 此 时 级 数 (1) 发 散 , 从 而 原 级 数 发 散 . 

(4) 若 0 <p =g 1 ,级 数 为 交错 级 数 . 由 莱 布 尼 茨 判别 法 , 它 收敛 且 为 条 件 
收敛 . 

综 上 所 述 , 当 p > 1,g > 1 时 ,级 数 绝对 收敛 ; 当 0 <p = 9 硅 1 时 ,级 数 条 件 收 
敛 ;其 余 的 情形 级 数 发 散 . 

下 面 的 例子 是 例 5.16 的 推广 . 


例 5.17 求 级 数 -+ - 去 + … 的 条 件 收敛 域 2 的 测度 
分 析 ” 先 确定 所 给 级 数 的 条 件 收敛 域 2, 然 后 计算 它 的 测度 . 

解 ” 设 级 数 的 通 项 为 , 则 

(1) 当 min| 尺 + 这,z| > 1 时 ,由 jw | 收敛 可 知 , 原 级 数 绝对 收敛 ; 
(2) 当 minlx +y,z) 0 时 , 由 limu 关 0 可知, 原 级 数 发 散 ，; 

(3) 当 0 < min|x’ + yz) 三 1 时 , 分 三 种 情形 讨论 . 

(i) 若 x +y <z( 此 时 x* +y 三 1). 由 

















1 
jim | _ lin (2n) 0 
a 

(2n -1)™" 


可 知 ,存在 N > 0, 当 n > N 时 ,有 |w,|< 六 | 1, 即 


1 1 
(2n)’ 2 (2n-1)™™ 





所 以 


N 


2n 2n 1 1 
D2, = Su 3 (Up — Uap) + > | Be :| 


k=1 k=N+1 (2k 1 ) 所 (2k) 
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Dy | 


N 
> (2 — Uy) 十 一 一 
> tk -1)* 2(2k-1) 


N 1 2n 1 
= 2 (top — Wap) + 到 (天 二 1)™ "+ oo (7 一 oo )， 
故 原 极 数 发 散 ; 
(站 ) 若 + > z( 此 时 0 < zz 1), 仿照 (i) 可 证 原 极 数 发 散 ，; 
(证 ) 若 x* + yy = z( 此 时 0 <z 达 1), 则 原 级 数 变 成 
1 1 1 








js 
a 





显然 是 条 件 收敛 的 . 
综 上 所 述 ,使 得 原 级 数 条 件 收 钱 的 区 域 (2= | (x,y,z) | z = x +y ,0 <z1| 
是 空间 曲面 , 它 的 测度 就 是 该 曲面 的 面积 . 于 是 ,有 


lol= $s = as = | via rdrdy, 
0 Dxy 


其 中 D,, = {|(x,y) | x? +y 三 1| 是 0 在 x0y 平面 的 投影 . 








= 








在 极 坐 标 变换 下 ,有 
27T 1 1 
S| db| vI+4rdr = "| v1 +4rdr 
1 2 3|1 7 
-+4) | = 5 -TD 


例 5.18 证 明 :(1) 级 数 > a, 绝对 收敛 的 充 要 条 件 是 > of 和 u- 都 收 


(2) 着 级 数 > w, 条件 收 化 , 则 a; 和 > or 都 发散 于 + 

(8) 着 级 数 > w 条件 收 化 , 记 5; = ,5; = 全 , 则 im 半 = 工 
证 明 由 gt 和 的 定义 知 , as = a -aja | =ra 

(1) (二 ) 因 为 0 < ait < a1,0<a; < |a,| ,所 以 > 和 a 都 收敛 . 
(所 ) 因 为 > E > |a | ,所 以 > 绝对 收敛 

(2) 用 反 证 法 . 假设 a 和 > ai 中 有 一 个 收敛 .不妨 设 a 收敛 ,由 


En la,|+a, 


a == 247 - wo 可 推 知 ， > |a, | 收敛 ,从 而 > a 绝对 收 全 
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矛盾 . 
再 由 o; 三 0,a; 三 0 可 推 


(3) 记 5, = > a = Sa - ya = S; -5;, 则 
k=1 k=1 k=1 


知 ， 2 和 > 都 发 散 于 + oo . 











S; 二 3 Ds 
注意 到 limS; = + o ,lim5, 存在 , 故 
S 
im =1-lim— =1. 
PE rtm B+ 


注 5.3 本 例 告诉 我 们 ,条件 收敛 级 数 的 正 部 2 和 负 部 > 都 发 散 于 


+ o , 且 它 们 发 散 的 速度 相同 . 出 此 可 见 ,条 件 收 伍 级 数 的 收敛 是 车 正 项 和 负 项 的 


相互 抵消 来 实现 的 . 


设 级 数 > 的 部 分 和 数列 有 界 ，》 (5,，- 六 ) 绝对 收敛 , 旦 


例 5.19 
limb，= 0. 证 明 : 级 数 > ob 收敛 . 


证 明 用 柯 西 收敛 准则 ， 
由 已 知 条 件 , 3M > 0,Vn e N,, 有 























| Dal sm 
k=1 
所 以 Vt e N,, 有 
a; | = Da- Da < + | > < 
k=m+l =1 k=1 
由 >》 (5 -5,) 绝对 收 化 及 柯 西 收敛 准 则 知 : Ye > 0, 3N, > 0, 当 m > WN, 
六 证 
时 , Yp s N,, 有 
m+p 
之 ben — bi| «2. 


k=m+ 


再 由 limb, = 0 知 ,对 上 述 e > 0,3N > 0, 当 n > NN, 时 ,有 |b,|<&. 

取 N = max|NNi,N,) >0, 当 > N,VYVp e N, ,利用 阿 贝尔 变换 ,有 
m+2 

| > aib; | = |G m+l -0b 


k=m+l 


i) ind +(b m+2 bs3) 2 a + 


k=m+l 


m+p-l1 m+p 


(bir Do ) 之 CQ 十 Op > a | 


k=m+l k=m+l 
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m+2 
三 bin 到 Da| CQm+l b,,12 加 bi,43 | | > a |+ 2 
k=m+l 
m+p-l1 
Depa 本 On 之 | 幸 [5 | | 全 4 | 
m+p-l1 
< CF 6, 1) 2 + hs 2M < ae 
:=m+l 
由 柯 西 收敛 准则 知 ,级 数 之 wb 收敛 . 
值得 注意 的 是 ,在 对 和 式 > aib; 作 讨论 时 , 阿 贝尔 变换 常常 是 有 力 的 工具 . 
k=m+l 


TT 
。 Cos[—lnn 
例 5.20 讨论 级 数 > Sa 


解 ”用 柯 西 收敛 准则 . 
取 s。 = 二 > 0， 对 VNVeN,, 让 自然 数 有 适当 大 , 取 m = [e 和 ] 三 N， 


COS pa ) | 





> 


p' = [ ess1 ] 本 [es ] ,显然 六 eN, .考察 




















注意 到 , 当 e*! 三 ;se 时 ,有 2jm - < mi 过 2pm 二 元, 因此 
n'+p" cos( Tni 及 十 用 cos{ 工 Im 4k+1 _1 eos ( Tlna ) 
| 
- = > dx 
i=n’ 7 i=n' i el 人 
全 e4k+1 _1 2 i 
二 co] = = 二 -| 了 4HF+1 _ 
= sin( 了 nz] up =[sin( Fln(e 1) )+1] 
2 ( TT TT —(4k+1) ) 
三 关 : | 匡 + 1 
ee ln(1 -ee ) 二 | 
> 二 = £0。 >0， 


这 里 注意 到 了 ln(1 -er ) > Ine = 一 1( 当 适当 大 时 ). 由 柯 西 收敛 准则 可 
知 , 原 级 数 发 散 . 
例 5.21 设 级 数 >》 和 收敛, 正 数列 jna,| 单调 递减 趋 于 零 , 试 证 ; 


n=2 
limna,lnlInn = 0( 南 开 ). 
证 明 ”分 两 步 证 明 . 


yi 2 In(n +1) 四 
(1) 先 证 :limn aaln 和 0. 
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用 5, 表示 级 数 的 前 项 部 分 和 ,注意 到 a,，> 0, 则 有 








2 
i 
52 75, = ,Ink ,2 Hn 
1 1 1 
Sy :| i ) 
noman ri)nn+1) (nro)nn+2) rlon 
T+ dx ln(z +1) 
三 2 一 二 “ 2 a 
" a xInx oa In(n+1) 
和 2 
由 于 级 数 》 和 收 敏 ,所 以 lim(S。- 8,) = 0, 因 此 limn?asln (+1) -0. 
全 Inn nm . mo "ln(n+1) 
2 
并 且 容 易 看 出 ,也 有 limn a,,ln In((n+1) +1) =0. 
n>% % In((n+1) +1) 
In(n+1) _ 


(2) 青 证 :limna,ln 3 = 
事实 上 ,对 任意 的 正 整 数 n, 存 在 唯一 的 正 整 数 m, 使 得 m* <n < (m+1)”. 由 

jna,| 单调 递减 ,可 得 
2 In((m+1) +1I) 


] In((m+1)*+1) 
CT +1) 二 


vIn((m+1) +1) 
lIn((m+1)*+1) 
In((m+1)+1) 








na,l 





过 (m+ 1) anzln 


由 两 边 夹 定理 ,并 用 (1) 的 结论 ,有 





2 
Wain In((m+1)” +1) -0 i 三 
ln((m +1) +1) nm In(vn +1) 
注意 到 , 当 m wo 时 ,In (+1) .jnlnVa( 关 于 这 一 结论 ,可 将 离散 变量 V5 


ln(w +1) 
换 成 连续 变量 *, 然 后 用 洛 必 达 法 则 得 到 ) ,并 利用 limna，= 0, 则 有 


limna,lnlnn = lim(na,lnlnn - na,ln2) = limna,lnln Vn = 0. 
nm nm nm 


二 、 函 数 项 级 数 


1. 函数 项 级 数 (或 函数 列 ) 的 一 致 收敛 性 . 
1) 函数 列 1S,(*)} 在 D 上 (点 态 ) 收敛 于 S(x) 是 指 : Vx。e D ,数列 
1S, (wo)| 收敛 于 5S(wo). 用 a 一 NN 的 语言 表示 就 是 : Ve > 0, 3N = N(s,xo) > 0， 
当 n > NN 时 ,成 立 
|S, (xo) — S(xo) | < 2. 
我 们 通常 说 的 “函数 列 在 D 上 收敛 ”就 是 指 的 “点 态 收敛 ”. 
2 ) 函数 列 |S,(x)| 在 D 上 一 致 收 钱 于 S(x) 是 指 : Ve >0,I3N=N(e) >0， 
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当 n > NWN 时 ,VYx e D , 恒 成 立 
|S,(x) - S(x)|<&. 
记 为 S,(x) 全 SC ao) 


车 对 VY[a,86] CD, 都 有 5S,(x) ge (nn 一 %), 则 称 |5,(x)| 在 D 上 内 闭 
一 致 收敛 . 

一 致 收敛 是 整体 概念 ( 像 函 数 在 [a,b] 上 一 致 连续 一 样 ) , 而 点 态 收敛 是 局 部 
概念 ( 像 函 数 的 连续 性 .可 导 性 一 样 ). 因此 ,由 函数 列 在 D 上 内 闭 一 致 收敛 并 不 能 
得 到 函数 列 在 九 上 一 致 收敛 . 反之 是 可 以 的 . 

从 定义 上 看 ,点 态 收 和 敛 的 V 与 xs 有关 ,而 一 致 收敛 的 NN 与 无关, 它 适用 于 DD 
中 一 切 x . 因此 ,点 态 收敛 能 否 成 为 一 致 收敛 的 关键 是 ， sup1N(Ce,xo) 1 <+ oo 是 
否 成 立 ? 

例如 , S,(x) = x",x e [0,1). 显然 [5,(x)| 在 [0,1) 上 点 态 收敛 于 S(x) = 0. 
V0 <s <1, 要 使 |S,(x) - SC)|= ww < 必须 n > 5 ,因此 可 取 Neww) =[ 呈 |] 


而 














Shp, IN(e,%)| =+oo， 

因此 , {5,(x)} 在 [0,1) 上 不 一 致 收敛 于 5S(x) . 

3) 15,(x)| 在 D 上 不 一 致 收 傅 于 S(x) 是 指 : je。> 0, VN >0,3n。>N 和 
x'e D, 使 得 |S, (x') - S(x') | 之 60, 记 为 5,(x) 状 S(x)(n 一 %). 

2. 一 致 收敛 的 判别 法 

对 函数 列 常 用 的 一 致 收敛 的 判别 法 有 1) 用 定义 ;2) 柯 西 一 致 收敛 准则 ;3 ) 确 
界 极限 , 即 lim sup |S, (%) -SC(x)|=0;4) 点 列 极 限 , 即 Vix, C D, 有 
lim |S, (x,) - S(%,)|= 0; 

5) 狄 尼 ( Dini) 定理 设 连 续 水 数列 | 5,(x)| 在 [a,b] 收敛 于 S(x) . 知 

(i) S(x) 在 [a,b] 上 连续 ;(i) Vx e [a,5b]( 固 定 ) ,|5,(x)| 关于 单调 ， 
则 |S,(x)1 在 [a,65] 上 一 致 收敛 于 S(x). 

对 函数 项 级 数 来 说 ,除了 上 述 判别 法 之 外 ,还 经 常用 到 如 下 判别 法 . 

6)M- 判 别 法 ( 优 级 数 判 别 法 ) ;7) 狄 里 克 雷 判别 法 ,简称 D- 法 ;8) 阿 贝尔 判别 
法 ,简称 A- 法 . 

需要 说 明 的 是 : (a). 1) ,3) ~5) 都 要 用 到 极限 函数 (或 和 水 数 ); (b). 1) ~ 
4) 是 判别 一 致 收敛 的 充 要 条 件 ,而 5) ~8) 是 判别 一 致 收敛 的 充分 条 件 . 用 6) 判别 
的 不 仅 是 一 致 收敛 ,而 且 是 绝对 一 致 收敛 . 

为 了 使 用 方便 ,我 们 将 相应 于 函数 项 级 数 的 狄 尼 和 定理 引 述 如 下 : 
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5') 函数 项 级 数 的 狄 尼 定理 ” 设 各 项 连续 的 函数 项 级 数 > w (*) 在 [a,6] 上 
收敛 于 S(x) . 若 
(GD 5(x) 在 [a,6] 上 连续 ;(ii) Ya < [4,6] (国定) ，》 wu(z) 是非 负 级 数 


或 非 正 级 数 , 则 了 (x) 在 [a,b] 上 一 致 收敛 于 S(x). 

3 .不一致 收敛 的 判别 法 

判别 不 一 致 收敛 常用 的 方法 

1) 柯 西 准则 . 以 函数 项 级 数 > u(x) 为 例 即 是 : 3e > 0,VN e N, ,3m > 
N,p EN, 及 x' e D, 使 得 


[uw (x!') 业 UX’) 下 Ur (YX ) | 三 £0， 


2) 子 列 极限 , 即 3 x, CD， 使 lim |8,(w,) - S(x,) | 0; 
3) 连续 性 定理 的 送 命题, 即 车 函数 列 |5,(x) | (或 函数 项 级 数 > w,() ) 在 
D 上 各 项 连续 ,但 极限 函数 (或 和 函数 ) 不 连续 , 则 函数 列 |5,(%) | (或 函数 项 级 数 


> w(x) ) 在 D 上 不 一致 收敛; 

4) 通 项 法 , 即 车 (x) 盆 0(n -am ) , 则 函数 项 级 数 》 u(x) 在 六 上 不 -至 收敛 

4. 和 函数 的 分 析 性 质 

和 函数 (或 极限 函数 ) 的 分 析 性 质 可 用 连续 性 定理 .可 积 性 定理 及 可 微 性 定理 
加 以 讨论 . 这 些 定理 的 条 件 都 是 充分 的 ,但 不 是 必要 的 ! 另外 ,函数 的 连续 和 可 微 
都 是 局 部 概念 ,因此 可 将 连续 性 定理 和 可 微 性 定理 中 的 “在 D 上 一 致 收敛 "减弱 为 
“在 D 上 内 闭 一 致 收敛 ”. 

例 5.22 讨论 下 列表 数列 在 指定 区 问 上 的 一 致 收 全 性 


(1)f,(x) = 和 
1)0<x<6b<1; 2)0<x1; 3)1<a<x<+o%. 
(2) f(x) = -re , 0O0<x<l. 
解 (1) 1) f(x) = lim/,(%) = 0， xel0,bl(b < 1). 
因为 














sup |f,(x) -f(x)|= s <b"—0(n— %), 


xe[0,6] Ero, 








n 
x 
1+x” 


米 ， 24 











精 选 

















i 





b 
i 


2) 当 0 <x <1 时 ,f(x) = limf,(x) =0; 当 x =1 时 ,f,(1) -六 1 ) -元 
故 
0，0 和 xx<1， 
八 x) = | 
由 于 |f,(x)| 在 [0,1] 上 连续 ,而 极限 函数 /x) 在 [0,1] 上 不 连续 ,所 以 |f,(x)| 
在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 . 


3) Ka) = limf.(x) = lim 
1 


= 1. 





-=1, xel[la,+%),(a >1). 


因为 
1 
) | 1 十 2 


= 和 >0(7 一 oo )， 
1 +w 





fC) -fx) |= ,sup, 


[ 


sie ob,,) 








[a, + %) 


所 以 f(x) 二 一 f(x) = 1 (nn 一 o)， 
(2) f(x) = lim Yn(1 -xz)ec0 =0,x € (0,1). 





而 


=e! 关 0， 





. 工 1 .ef 了 工 
mm 本 Lt 有 | 

所 以 1f,(x)} 在 (0,1) 上 不 一 致 收敛 . 
例 5.23 讨论 下 面 的 函数 列 在 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 . 


S (xz) = 中 A | e (0, + %);(ii)jxe [6,+%](6 >0). 


解 极限 函数 S(x) = limy， (x) = I e (0,，+ oo ). 
(i) 由 于 
sp 1S(z) ~ S(x) |> S (二)- 5, (=) 


xEe(0,+ 

(3 -E+ (有 一 oo )， 

所 以 15,(x)| 在 (0, + o ) 上 非 一 致 收敛 ， 
(ii) 记 

gn(%) = S(x) - S,(%) = 
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1 1 n 
2 2 I 2 
| Cr 5 
对 固定 的 8 > 0, 当 充分 大 时 ,x。g [5, + om ). 注意 到 , 当 x > 记 时 ,g(x) 
< 0, 因 此 g(x) 在 [5, + % ) 上 的 最 大 值 在 * = 6 处 达到 ,所 以 


sub | BC = Ba l 


xe(6,+% ) 2 
V6+ /61+ 


从 而 15.(x)| 在 [6, + o ) 上 一 致 收 化 于 5S(x). 
例 5.24 证 明 函数 项 级 数 >》 Sin 


(1) 在 [a,mn1(0 < a < 7) 上 一 致 收敛 ; 

(2) 在 [0,m] 上 不 一 致 收敛 . 
(河南 大 学 ). 

慎 明 iY wt -二 . 显然 15 (x) | 单调 递减 (关于 ) 
一 致 地 趋向 于 0 ,而 


. 令 g (xz) = 0 可 得 驻 点 :x。= 元 











gn(%) = 





> 0( 刀 一 oo ). 

















cos( + 二] 于 
J 2 1 


? 


2 
sin 二 
2 


之 


一 





n 
| > sin hx | = 
se sin 二 
2 


2 








即 Sx) 的 部 分 和 一 致 有 界 , 故 由 D- 法 知 ， > 5 在 [avT] 上 一 致 收敛 
(2) 用 柯 西 准则 . 
本 | a a pe 1 
取 as 三 35n7 >0,VN >0, 取 n’ = NEN;Pp = N+2,x = 3CN FI) 1 Ee 
[0,T], 使 得 























nm +p" sin hx’ _ RY) sin hw’ 
k=n'+l1 k k=N+1 k 
ee sin 2(N + 1) 
a 
N+l N+2 2(N+1) 


| 
2 \N+l1 N+2 2(N+1) 
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由 柯 西 准则 知 , 原 级 数 在 [0 ,T] 上 不 一 致 收敛 . 
类 题 ”证 明王 数 项 级 数 S arctan 3 在 (- o ,+ o ) 上 非 一 致 收敛 . 


2 
n=1 n 





提示 用 柯 西 准则 . 


取 a。= >0,VN >0, 取 n” > N,p ” =n’,x ”=n', 则 有 








5 
ft 2 + arct 2 + … + arct 2 
arctan —— + arctan ++ arctan 
(n’ +1)* 二 和 (n’ +2)2 + (n’ 十 万 二 2 
, 2n" 2n’ 1 
之 有 arctan 二 1 arctan 一 7 > 一 = 20. 
~ 天 所 冯 12 12 5 
(n’ +n’) ”+n Sn 


这 里 用 到 了 不 等 式 : arctan0g > ,VO e (0,1). 


例 5.25 讨论 级 数 》 xzer* 在 (0, + wm ) 上 的 一 致 收敛 性 





n-l 2 —nx 
解 由 S,(x) = we = 和 “(1 =e”) ,可 得 和 函数 
k=0 


1-e™ 


2 
多 


1-e™’ 





S(x) = limS,(x) = xe(0,+%). 


= 


e 


—% 


0(n— %)? 











下 面 考察 sup | S,(x) - S(x) | = sup 
x>0 x>0 


由 于 lim 一 一 一 = 0, 所 以 Ye > 0,36 > 0, 当 x e (0,6) 时 ,有 
已 


一 和 

















x—0+ 1] 一 
2 
0 < < 
1 一 e 
于 是 , Yn e N,, 当 x e (0,6) 时 都 有 
2 2 
0 一 e ”< 二 一 < 2. (1) 
1l1-e™ 1l1-e™ 
而 当 6 x <+ o 时 ,注意 到 x < e” ,对 适当 大 的 n ,有 
要 —(n-2)x -(n-2)6 
0 <—> 一 e ”< 一 < : 5 0 (7 一 oo ). 
1 一 e” l-e” 1-e 
于 是 ,对 上 述 e > 0, JN > 0, 当 n > VN 时 ,Vx e [56, +o ), 都 有 
2 
0<— er < ea. (2) 
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由 式 (1) 式 (2) 知 , Ve > 0,3N >0, 当 n > N 时 ,Vx e (0,+%) 有 











地 
一 e “| < 56. 
1l1-e™ 
即 
lim sup|S,(x) - S(x) | = lim sup 到 一 e “|=0， 
mo x>0 ” me rs0 |] -ee 








故 原 级 数 在 (0 ,+ o ) 上 一 致 收敛 . 
例 5.26 证 明 :(1) (一 1)%"(1 -«) 在 [0,1] 上 一 至 收 全 


(2) 字 ww(1 x) 在 [0,1] 上 收敛 但 不 一 致 收 全 
证 明 (1) 对 每 一 个 固定 x e [0,1],| (1 -x)x”") 单调 递减 趋 于 0. 由 莱 布 尼 
茨 型 级 数 的 余 项 估计 ,有 
|S(x) -SOxz)|1= |r,(x) | x (1 -x). 
下 面 求 u(x) = x”"(1 -x) 在 [0,1] 上 的 最 大 值 . 


令 册 (x) = (n+1)x"! (了 -x)= 0, 可 得 驻 点 xz = 一 一 .由 uw,(0) = 0， 
n+l n+l 











| 1 知 ,w(x) 在 [0,1] 上 的 最 大 值 为 


n+l nt+l/ n+l 











Ce 


nt+l/n+t+l. 








n 臣 ,i 
sup |S(%) -SC |< (F271) 有 二 00 一品)， 
从 而 原 级 数 在 [0,1] 上 一 致 收敛 . 

若 用 D- 法 证 明 更 为 简单 . 

记 w (x) =x" (1 -x),b,(x) = (一 1)" .对 每 一 个 固定 的 x E [0,1], {a,(x)| 
单调 递减 一 致 地 趋向 于 0. 又 | 6,(x) | < 2. 故 由 DD- 法 知 , 原 级 数 在 [0,1] 上 一 
致 收敛 . 

a 1-x", 0<xw<1 

2 S (x) = x (1l1-x) = 2 

(2) 因 为 SCz) = 之 凡 (G 一 4) it 
所 以 
1, 0O<x<1, 


S(x) = limS,(x) = | 
人 0, x=0,1. 


由 于 和 函数 不 连续 ,所 以 》 ww(1 -x) 在 [0,1] 上 收敛 但 不 一 致 收 化 
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注 5.4 这 个 例子 告诉 我 们 ,由 > (x) 在 [a,5] 上 绝对 并 一 致 收敛 . 推 不 出 





六 |) | 在 [a,8] 上 一 致 收 信 
例 5.27 设 > 收敛 ,证 明 : > 全 | ved 在 [0， + ou ) 上 一 致 收敛 


证 明 记 a,(x) = 4,b,(*) = 二 re dr, 连续 使 用 ”次 分 部 积分 可 得 














bh) =1- (1 +et + + 所 je .显然 15,(x)1 单调 过 减 ( 关 于 n), 且 


15,(x) | 和 2. 由 A- 法 知 , 原 级 数 在 [0, + om ) 上 一 致 收敛 . 
例 5.28 设 f(x) 在 [a,5] 上 有 连续 的 导 函 数 让 (x) 及 a < B < 对 于 每 一 个 


自然 数 n > 一 5, 定义 函数 列 





f(x) = nf(x+)-fr)], a<*<p 
试 证 : 当 n 一 % 时 ,函数 列 1/,(*)| 在 [a,B] 上 一 致 收 化 于 (x) (中 科 院 ). 
证 明 由 "(4) 在 [4,8] 上 连续 知 ,六 (xz) 在 [a,B] 上 一 致 连续 . 故 Ve > 0， 
了 6 > 0,Vxi,x，E [ac,8B] ,只 要 | -x,|<56, 就 有 
fm) -fw) |< 
由 微分 中 值 定理 , Vx e [a,B8] ,3é, es (a,B), 使 
f°(€) = ae 二) = 





于 是 , 若 令 N = 于 , 则 当 ” > max{w, 5 辣 ,Yz s [o.B] ,有 


f(x) -= | 庆生 ) -zx) <e 
La,B] 


Bf.(x) Ef (x) (7 一 oo ). 
类 题 设 Fx) 在 (- ,+o) 上 有 连续 的 导 函 数 广 (*) ， 
f(x) = elf(xt+e”) -xj = 1,2,.…). 
证 明 . {1f,(x)1 在 任 一 有 限 开 区 间 (a,b5) 内 一 致 收敛 于 f/f'(x) (福建 师 大 ). 
例 5.29 证 明 函 数列 的 狄 尼 定 理 . 
证 明 用 有 限 覆 六 定理 . 
不 妨 设 15,(x)1| 关于 nn 单调 递减 . 令 
gn(%) = S,(%) — S(%), 
则 jg, (x)| 非 负 关于 也 单调 递减 , 且 g,(x*) 一 0(n 一 w) .由 此 知 , 设 x。e [a， 
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区 天 

由 BNa0) (X) 的 连续 性 知 ,存在 x。 的 邻 域 U(xo), 当 x e U(xw06) 首 [a,b] 时 ,有 

0 < gv (x*) < 2. 
这 样 , 开 区 间 集 | U(x ) |x。e [a,5]| 就 构成 了 [a,b] 的 一 个 开 和 覆盖 . 由 有 限 覆 盖 
定理 ,存在 有 限 个 开 区 间 U(x ) ,U(x,),…,U(x,) 将 [a,5b] 覆盖 , 即 U U(x,) 了 
[a,b] .而 每 一 个 开 区 间 U(x;) 都 对 应 了 一 个 N(x%,) , 令 
N= max{N(%) |i = 1,2,.…,k|. 
于 是 , 当 n > N 时 ,VYx e [4,5] ( 必 存 在 某 一 个 开 区 间 U(%) ,使 * e U(x,) ), 有 
0< eg,(x) < BN(x) (%) < 2， 

即 |5,(x)| 在 [a,5] 上 一 致 收敛 于 S(x). 

注 5.5 狄 尼 定 理 也 可 用 反 证 法 ,结合 致密 性 定理 来 证 明 它 (人 参见 参考 文献 
[2]( 下 册 )). 犹 尼 定 理 给 出 了 一 个 判断 一 致 收敛 的 充分 条 件 , 用 它 可 方便 ,快捷 地 
做 一 类 题目 . 例如. 


(f(x) = (1+E), «ef[o,d]; 


(fx) = n(x -1), we [1l,a]; 
(3)f.(x) = xarctan nx, x € [a,bl(a >0); 


Ne 


a nt+l 





(5) ee x e [0,1]( 和 例 5.25 作 比 较 ). 
例 5.30 在 区 间 [0,1] 上 ， 
(1) 证 明 :函数 列 (1 + 二) (n= 1,2,…) 一 致 收 伍 ; 


1 


(2) 证 明 : 函 数列 上 (xz*) = ET 一 致 收敛 ; 


(3) 求 极限 lm| 一 一 此 一 
ee 


(武汉 大 学 ). 
证 明 《1) 由 狄 尼 定理 可 知 , (1 + 生 ) [Oo(n 一 me) 
也 可 采用 如 下 的 证 法 : 
由 (1 + 二 ) < ex < (4 | ,x e [0,1],Vn, 可 得 
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rea le ee 
人 


故 (1 + 大 ) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 




















(2) 极 限 丽 数 /x) = ] 二 . 因为 
1 1 (人 -Dr+r[(+ 三 |) -ee 
| ee (+e)[es + (1+)|] 
< je-(1+ 寺 | +l-l1| 

<2+(er-1) 一 0 (0—%), 


(3) 由 (2) 知 ,可 积 性 定理 的 条 件 成 立 . 极限 运算 与 积分 运算 可 交换 顺序 , 故 


» ! dx 1 dx 1 局 

] 三 

tim 雪 ( x ) | 1 +e” | 1+ Bs 
en 十 1 二 一 


n 





= -lIn(l+e™*)|, = In2 -nll + 二 


例 5.31 证 明 :(1) | dx = > mi 
nl 


2) [ (mL)ax = | 


(解放 军 信息 工程 大 学 ). 


证 明 (1) 范 二 人 二 > | 
因为 limxln x = 0, 所 以 xln x 在 [0,1] 上 连续 ,并 且 有 界 , 设 界 为 M. 若 记 
x—0+ 


|u, (x) | ,Va e [0,1]. 


注意 到 > 收敛 ,利用 优 级 数 判别 法 可 知 ， > w(x) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 . 
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由 逐 项 积分 定理 ,有 
一 和 < —1 他 n n 
I wn s) dx 


Sa hon )"d (站 











型 


和 (= , ee 
-1)!l(n+t1) [> (Inx) ”dx 


ss (一 1)" 2 
- > a (ln x) "2dx 


oo 








(2). (2) 的 证 明 包含 在 (1) 的 证 明之 中 . 

例 5.32 ” 设 w(x) 在 [a,6] 上 连续 ,函数 项 级 数 > w(x) 在 (a,5) 内 一致 收 
伊 .证 明 ， 加 

CD Pe), Sb) 收敛 ，; 

(2) Pu) 在 [a,5] 上 一 致 收敛 


证 明 (1) 用 柯 西 准则 .由 w(x) 在 (a,b) 内 一 致 收敛 知 , Ye > 0,3N > 
0, 当 n > N 时 ,VpeN, 及 >x (ty. 肖 
J x) +) + tt) | < 
令 xz _，a* ,可 得 
[a a) Fila) Fm Fi (Cd) | 8 


由 数 项 级 数 的 柯 西 准则 知 ， > u (oa) 收敛 


同 理 可 证 > wu,(5) 收敛 . 
(2) 由 (1) 的 证 明 过 程 知 ， Ve >0,3N >0, 当 n > N 时 ,Vp e N, 及 x e [a, 
5] ,有 
[on(%) +t un(%) + + u(x) | e. 
由 函数 项 级 数 的 柯 西 准则 Yul ) 在 [a,5] 上 一 致 收敛 . 
相应 地 ， 我 们 有 下 面 的 结 论 ， 它 为 判断 不 一 致 收敛 提供 了 另 一 种 方法 . 
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命题 5.2 设 函 数 项 级 数 A 在 (a,b) 内 收敛 , u(x) 在 x = b 左 连续 ， 


且 级 数 > (5) 发 散 , 则 > (x) 在 (5 -6,6) (6 > 0) 内 必 不 一 致 收敛 . 
这 个 合 题 不 难 用 反 证 法 予以 证 明 . 
类 题 ”证明 : 级 数 > 二 -在 x > 1 上 不 一 致 收敛 . 





事实 上 ,假设 > 一 在 x > 1 上 一 致 收敛 ,由 例 5.32 可 推出 > 二 收 全 矛盾 . 


例 $.33 设 对 每 5 n,f,(x) 在 [a,b] 上 有 界 , 且 当 7 一 o 时 ,1A(xz) 在 
[a,b] 上 一 致 收敛 于 的 zx). 证 明 : 

(1)f/(x) 在 [a,b] 上 有 界 ; 

2) 部 下 (9 = pps) = (pp Heo.(*) 儿 华 东 师 大 ) 

证 明 (1) 设 1Axz)1 和 MYVxe[lco ,由 IAAxz) | 在 [a,b] 上 一 致 收敛 
于 f(x) 可 知 ,3N > 0, 当 n 宇 NN 时 ,对 Vx e [a,b], 有 1 f(x) -7x)1<1. 

对 固定 的 N, 有 | f(x) -fx)1 <1,BI fx)| <I f(x)l+1lsMy +l,Vex 
e [a,b]. 这 表明 f(x) 在 [a,b] 上 有 界 . 

(2) 因为 {f(x)| 在 [a,5] 上 一 致 收敛 于 Kx) ,所 以 Ve >0,3N >0, 当 n= 
N 时 ,Vx e [a,b], 有 1 f(x) -ARx)1<es, 即 

f(x) -Ee <f(x) <f(x) +e. 

由 于 f,(x) 和 f(x) 在 [a,6] 上 有 界 , 所 以 sup 万 (x) ,sup 人) 均 有 限 ,对 上 

式 两 边 取 上 确 界 有 
A A 

或 


(1) 








冻 上 可 知 ,Vs > 0, 3N > 0, 当 > 由 ,有 式 (1) 成 立 , 即 有 
ee ee 
例 5.34” 证明; 函数 项 级 数 > wln x 在 (0,1) 内 不 一 致 收 和 敛 ,但 在 [0,1] 上 
可 逐 项 积分 . 加 
证 明 由 于 lim nx =0, 所 以 级 数 > "nx 在 [0,1] 上 收敛 . 设 其 和 函数 
为 S(z) , 则 
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0， x 0 
S(x) = an， 0 <x < 1， 
0， x = 1. 
由 洛 必 达 法 则 ， 易 知 S(1 -0) = limj sn «= -0= S(1), 即 SC(x) 在 


[0,1] 上 不 连续 . 由 连续 性 定理 ， > wn 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 . 


为 了 证 明 》 xln x 在 [0,1] 上 可 逐 项 可 积 ,只 需 证 明 其 余 项 


n=1 


ed 2n+2 











r(x%) = 区 x ln x = sln x 
k=n+l 一 多 
的 积 4 
[r(x) dx —0 (7 一 oo) 
即 可 . 
因为 
” 1 
Jim: 二 了 0， Ji 一 了 ” 二 
所 以 , 令 
0 ， X =0， 
2 
Pe Ee 0<x<1, 
-了 3, x=1, 


则 (x) 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 存在 必 >0, 使 得 If(x)1<M,xe[0,1]. 于 是 ,有 


1 1 1 ， 
Cd Sh ir) de < 1 AD)! ed 








1 
2n M 


例 5.35 设 函 数 项 级 数 3 nerve (0, + am) 
(1) 证 明 此 级 数 在 (0, + o ) 上 收敛 但 不 一 致 收敛 ; 
(2) 求 其 和 函数 ， 

证 明 (1 ) 对 每 一 个 固定 的 x > 0 ,有 





—nx n 6 
Ne SS 
x 
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次 











利用 正 项 级 数 的 比较 判别 法 知 ， > ne™ 在 (0, + mw ) 上 收敛 


但 由 于 ,Shp.,, |u, (x) | 三 (过 = ne -00 一 oo ) ,所 以 级 数 ne“ 在 
(0, + wm ) 上 不 一 致 收敛 

注 ; 亦 可 用 命题 5 2 说 明 》 ne 下 在 (0, + w ) 上 不 一 致 收 伍 

(2) 设 SCx) = 2 ne ™ ,x e (0,+%). 

由 于 级 数 的 通 项 ne-* = (-e*) 而 》(-e*) = 为 公 比 的 几何 级 
数 ,其 和 可 以 求 出 , 因此 ,如 果 级 数 》 (-e*) 在 (0, + w ) 上 满足 逐 项 求 导 定理 

条 件 ,那么 S(x) 便 可 求 出 .但 由 (1) 知 ，7 ne 下 在 (0, + w ) 上 不 一 致 收敛 ,也 

就 是 说 > (er 5) 在 (0, + % ) 上 不 满足 逐 项 求 导 定理 的 条 件 . 为 了 克服 这 一 困 


难 ， 我 们 在 缩小 的 区 间 [6,% ) 上 考虑 上 述 问 题 . 
Vxo € (0,+%), j6 > 0, 使 x。e 16, +oo) ,i v, (x) = 一 e ,显然 ，(x) 
在 [6, + % ) 上 有 连续 的 导数 . 由 














ne™ <ne™ < 
知 ， > (CD = ne 在 [6, + % ) 上 一 致 收敛 . 因此 ， > (-e™) 在 [6, +%) 
上 可 乏 项 求 导 ， 于 是 可 得 
S(x) = Dne™ = 








和 L = 和 Ee oo 
= (一 = 党 16，+ 
特别 地 , S(xo) = a 由 xu 的 任意 性 ，Vx e (0, + o ) ,都 有 
S 多 2 
(= 志和 


类 题 设 > u(x) = > ne™, xe(0,+%). 
n=1 n=1 


(1) 证 明 ; > w (z) 在 (0, + %) 上 收 化 ,但 不 一 致 收 全 
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(2) 求 > w(x) 的 和 函数 


提示 “和 函数 S(z) - 四 + (注意 应 用 例 5.35 的 结果 ) 
ee 





例 5.36 在 [0,1] 上 定义 的 函数 列 
二 
u,(X) = n=1,2 
0， % 天 二 ， 





证 明 :函数 》 w(x) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 ,但 它 不 存在 优 级 数 (河南 大 学 )， 














n=1 
证 明 因为 
1 | 
n+t+1l, n+t+l’ 
1 ee 1 
p n+t+2 n+2’ 
| > u(x) | > 
f=1 
1 1 
% = 
n+p n+p 
其 他 . 





所 以 当 x e [0,1] 时 , Yn,p se N,, 恒 有 
| Swale) Bb: 二 
于 是 , Ve > 0, 取 = 二 > 0, 当 > N 时 ,Vp e N, 及 x e [0,1], 总 有 
| D> wl) | < 二 <&. 
由 柯 西 准则 知 ， > w(x) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 
假设 Sl) 在 [0,1] 上 存在 优 级 数 > M 取 = 二, 则 
M2 lus)|= |,(t) = 


= > 0. 
让 Sm, 收敛 ,可 知 2 工 收 敛 ,这 与 工 发 散 相 矛盾 故 > wo) 不 存在 优 级 数 
这 个 例子 告诉 我 们 ,绝对 并 一 致 收敛 的 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 并 








注 5.6 
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不 一 定 总 能 用 优 级 数 判别 法 来 判定 . 这 是 因为 优 级 数 判别 法 是 判定 一 致 收敛 的 充 
分 条 件 ,而 非 必要 条 件 ! 

例 5.37 设 可 微 函 数列 |f,(x)| 在 [a,b5] 上 收敛 , 且 |f',(x)| 在 [a,5b5] 上 一 
致 有 界 , 则 |f,(x)| 在 [a,5] 上 一 致 收敛 . 

证 明 由 于 |f,(x)| 在 [a,b] 上 收 化 ,所 以 对 每 一 个 x,。e [a,b],Ve > 0， 
N(xo) = N(x0,E) > 0, 当 m,n > WV 时 ,有 


Ai(m0) f(am0) |< 2 
又 由 1f',(x)| 在 [a,b5] 上 一 致 有 界 知 ，3M > 0, 与 n,% 无 关 , 使 得 
|f’',(x) | M. 
Ea AI 
取 6 = Pr 0, 当 wx e U(x6,6) 时 ,有 


f(x) = fx) | [f(x) -=f Cx)] =- [f(xo) -f(xo) + lx) -f(xo) | 
= |f',(€) -fe lx -ot [f(x0) -f(xo) | 


三 Pe 
2M ， 和 <e (ee Ux,6)). 


让 x 跑 遍 [a,b] ,得 到 一 个 开 区 间 集 五 = | U(x) lx e [a,5]| , 它 将 闭 区 间 
[a,b] 覆盖 . 由 有 限 覆 羡 定 理 , 存 在 万 中 的 有 限 个 开 区 间 U(x ) ,U(x,),…,U(x,) 
将 [a,b] 覆盖 . 取 WV = max | N(xi) | >0, 当 m,n > VN 时 ,Vx e [a,b], 有 

(f(x) -f(x)|< 2 
由 柯 西 准则 知 , | 六 (xz) | 在 [a,6] 上 一 致 收敛 . 
相应 于 函数 项 级 数 情形 ,有 下 面 的 结论 . 
例 5.37， 设 > ww(z) 在 [a,5] 上 收敛 ,wu(x) 有 连续 导数 , 且 | w(x) |< 


M,Vx ela, 5] 及 Vn e N, 成 立 , 则 > w(x) 在 [a,6] 上 一 致 收敛 . 


例 5.38 设 w(x) 是 [a,b] 上 非 负 连 续 函数 ，》 w(x) 在 Fa,5] 上 点 态 收 合 
于 w(4). 证 明 :u(x) 在 [a,6] 上 一 定 达到 最 小 值 (复旦 大 学 )， 

证 明 记 S,(x) = > mls ) , 则 S,(x) 递增 趋向 于 u(x), 且 w(x) 二 0. 

设 inf, u(x) = 4， 则 存在 点 列 fz] C [a,b] ,使 limu(x,) = 4. 由 致密 性 定 
理 知 ， 凡 | 存在 收敛 子 列 ， 仍 记 为 {x A [a,b]. 


下 证 : u(xo) = 4. 
若 不 然 , 则 ge > 0, 使 u(x6) >4+s 由 SOx) 一 u(x6o)(n 一 w) 知 ， 
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3N >0, 使 S,(x0) > 4+ 了 ev 
由 Sy(x) 在 点 xo 处 的 连续 性 知 ,，36 > 0, 当 x e V(xo;,5) 时 ,有 


Sx) >A+ 


由 于 5, (x) 递增 , 故 更 有 u(x) > 4 + (Ys < U(x, ,6) ) . 于 是 存在 适当 大 
的 ,使 |x， -xo|<é6 ,这 样 便 有 
u(xi) >A+ 对 ， 


这 与 u(xi) 一 A(k 一 % ) 相 矛 盾 . 

类 题 “ 设 |f(x)|(n = 1,2,…) 在 [0,1] 上 连续 ,并 且 f(x) = fn(%)， 
Vx e [0,1] 及 n = 1,2,…. 试 证 明 ; 若 |f,(x)| 在 [0,1] 上 收敛 于 fx) , 则 f(x) 
在 [0,1] 上 达到 最 大 值 (北大 ). 

例 5. 39 设 一 元 函数 /在 * = 0 的 邻 域内 有 二 阶 连续 导数 , f(0) = 0， 
0 < 了 (0) <1. 函数 1 是 f 的 n 次 复合 . 试 证 明 : 级 数 > f(x) 在 x =0 的 邻 域内 
一 致 收敛 (中 科大 ). 

证 明 由 于 f(x) 在 x =0 的 邻 域内 有 二 阶 连续 导数 ,所 以 当 6，> 0 适当 小 时 ， 
3M >0, 使 |pr(x)|<M, Vxe[-6,,6]. 

由 泰勒 公式 ,有 


fw) = 0) #7 (Oe + BIE) 
= (1(0) + 二 (6zje (在 0 与 ?之 间 ) 


x) [< (f°(0) + FM6,) a 
取 8 充分 小 ,使 0 < "(0) + 这 M86，< 1, 则 上 式 变 为 


A 
—alx|, xe[-6,6](0 <6 <56), 





fx) | (0O + FM8,) ls 

其 中 0 <a <1. 
重复 使 用 上 面 的 不 等 式 ,可 得 
Ca) = Lo)salKasoelz|， 


f(x) ls alf (x) ls so x|s ob. 
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而 J 由 优 级 数 判 别 法 知 ， > ) 在 [ - 6,6] 上 一 致 收敛 . 


类 是 水 数 /(x) 在 [ -a， es > 0) 上 连续 , 目 Yx e [_wo]y 关 0 有 
[f(x)|< |x | 设 放 (xz) = fx) f(x) = COz) =))， 则 
if,(x)| 在 [ -a,a] 上 一 致 收敛 于 零 ( 南 京 大 学 ;吉林 大 学 ). 

提示 利用 f(x) 的 连续 性 及 |f(x) | < |x | 可 推出 |f(x) | |x |,x*el[l-a, 


4]. Ys > 0 ,由 于 A 在 [ -a, - s] U [s,a] 上 的 最 大 值 M( < 1) ,所 以 有 











[f(x) | MIx|s Ma, 
弟 推 可 知 ， If.(x) |< M"a. 
而 在 [-e,e] 上 ,|f(x) | |x|<e. 综 上 知 , 1f,(x)| 在 [-a,a] 上 一 致 收 
敛 于 0. 
例 5.40 设 Ax) = > 


(1) 证 明 : f(x) 在 [0, + o ) 上 可 导 , 且 一 致 连续 ; 
(2) 证 明 : 反 常 积分 | A de 发 散 








证 明 (1) 记 w(x) = 








一, 则 wx) 显然 在 [0, + % ) 上 有 连续 的 导数 . 











由 0 w(x) < 区， Vxe[0,+%) 及 > 去 的 收敛 性 ,利用 正 项 级 数 的 比较 
判别 法 可 知 ， S u(x) 在 [0, + o ) 上 点 态 收敛 . 


又 由 |u'(x) | 





,Vx el[0,+ =) 及 二 二 - 的 收敛 性 ,利用 





< 


导 判 别 法 可 知 ， i 在 [0, + % ) 上 一 致 收敛 . 因此 ,由 逐 项 可 微 定理 知 ， 





< 1 
fx) = > 3 


下 证 : f(x) 在 [0, + o ) 上 一 致 连续 . 
事实 上 , Vxi,x, e [0, +o). 由 


We = > Ee 


2" +X! 1202 +%, 


< Eg 一 短小 2 
可 知 ,f(x) 在 [0, + wm ) 上 一 致 连续. 





| 本 | 一 和 | 


1 
4" 
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(2) VA > 0, 考察 
hind= | (> -jar > 证 


三 >nll + 和 + oo (4 一 +oo )， 
人 =0 2 








所 以 。 lim | ae) de = + % ,从 而 反常 积分 [J(x) ds 发散 

例 5 41 若 函 数列 |p,(*)} 满足 下 列 条 件 : 

(1) p,(x) 在 [ -1.1] 上 非 负 连 续 , 且 lim| p,(%)dx =1; 

(2) Ve e (0,1) ,jp,(x)| 在 [-1, -ec] U[c,1] 上 一 致 收敛 于 0， 
则 对 任 一 在 [ -1,1] 上 连续 的 函数 g(x) ,都 有 

lim| g(x)9,(x) dr = g(0). 

证 明 由 条 件 (2) 知 , Vs > 0, 3N eN,, 当 n > N 时 ,Vx e[-1,-c]U 

[c,1], 有 |g,(x) | < 2. 故 有 


fe.) a es J oa 


<e(l -ce). 








于 是 
tin] oO = tn [f= im) = 
由 于 g(x) 在 [-c,c] C[-1,1] 上 连续 ,所 以 它 存在 最 大 值 M(c) 和 最 小 值 
m(c) ,Bm(e) <e(x) < Me),x ee [-ce,c]. 


1 c 
lim] g(x)9,(x) dr = lim| g(x)9,(x) dr 


= &(6 lim] p,(4) de 


= g(&),E e [-c,c] (这 里 用 到 了 第 一 积分 中 值 定理 ). 
由 此 知 ， 


m(e) < lim| g(x)¢,(0) de < M(e). 
令 。 一 07 ,由 上 式 及 的 连续 性 ,有 
g(0) < lim| g(x)¢,(%) dr < g(0), 
即 
lim| g(x)9,(%) dx = g(0). 
例 5.42 若 |f.(x)| 是 [4,6] 上 的 连续 丽 数列 , 且 Vx e [a,6] ,数列 |f.(4) | 
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都 有 界 . 试 证 明 :存在 闭 区 间 [c,d] C [a,6], 使 {f,(x)1 在 [c,d] 上 一 致 有 界 ( 北 
大 ; 云 大 ). 

证 明 用 反 证 法 . 假设 if,(x)| 在 任意 闭 区 间 [p,q] C [a,b] 上 都 非 一 致 有 
界 , 即 

Vk >0,dn,eN,,jdx, e [p,9] ,使 |f (xo) |>&. 

因为 {f,(x)| 在 [a,b] 上 非 一 臻 有 界 ,所 以 对 k=1,3n,eN,,3x el[la,b] 
使 | (%,) | > 1. 由 连续 函数 的 保 号 性 , 3 [oi,5,] C [a,b] ,使 得 Vx e [a,b]， 
有 





一 Q 





De = 站 全 


又 因为 |f,(x)| 在 [a,b] 上 非 一 致 有 界 , 所 以 对 上 = 2, jn se N, 且 m > 
ni, dx, E [a,b] ,使 f(x,) | >-2. 由 连续 函数 的 保 号 性 ， Jj [a,,b,] C Lai, 
bi], 使 得 Vx E [a,b, |], 有 


(f(x)|>2 且 b, -a < = 
如 此 下 去 ,可 得 一 个 闭 区 间 列 | [a ,6,] | ,满足 


bb- 
[Lab DO Larn,bin], bi -a 528 ， 








日 VkeN,,Vxela,,b,] ,有 |f, (x) | > ,其 中 议 ,, > nn. 
由 闭 区 间 套 定理 , 3é€ s [a,6,](h = 1,2,…), 使 
|f.(€) | >&, 
即 数 列 |f.(&) | 的 某 一 个 子 列 | (8) | 无界 , 则 数列 |f,(&) | 无界. 这 与 已 知 条件 
矛盾 . 
下 面 的 例子 有 一 定 难度 ,有 兴趣 的 同学 可 钻研 一 下 ,学 习 它 的 证 明 方 法 . 
例 5.43 设 |o,} 是 递减 的 正 数 列 . 证 明 级 数 
之 asin nx (1) 
在 (-%,+%) 上 一 臻 收敛 的 充 要 条 件 是 limna, = 0 (复旦 ). 
证 明 (一 ) 设 级 数 (1) 在 (- o ,+o ) 上 一 致 收敛 ,由 柯 西 准 则 知 ，Ve > 0， 
IJN >0, 当 m >n >N 时 , Vxe(-wmw,+%), 有 
| 入 arsin hx | < 2. 


取 m >2N,n = [至 + 区 ms 到 +1 <m+l, 即 mn> 广 > 几 再 取 x = 工 ， 


2m 
于 是 有 
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由 式 (2) 得 


2 ”二 
这 就 证 明了 limna, =0 
(对 ) 设 limna, = 0. 令 
二 


m=n 


则 fx 递减 趋 于 0. 对 于 普 二 元 , 记 


Sn(X) = > aisin kx. 
k=n 
下 面 将 证 明 : 对 Vx e(-o,+o) ,成 立 





Sn(X) |s (T + 3)W,. 





(2) 


(3) 
由 于 5, , (x) 是 以 27 为 周期 的 奇 函 数 ,所 以 只 需 证 明 式 (3) 在 [0,m] 上 成 立 


即 可 . 把 区 间 [0,r] 分 成 [0, 工 ], [所 , 开 |, [ 王 ,| 三 眉 , 将 证 明 式 (3) 在 这 三 眉 


上 都 成 立 . 


l)xe [ 工 ,| 由 不 等 式 sin 0 三 二 0 ,有 











由 阿 贝尔 变换 可 得 





S,n(%) | ng, +2an) < 3na, < 3,. 


2) x E |o., 工 | 由 sin bg 和 0 可 得 
m 
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油 
Uy 








tw 
全 
Yi 
SQ 
5 
Ey 
= 
八 
= 
Yi 
SS 
-SS 
八 
= 
iv 
E 


m I m 
S; a(%)E > arsin kx = > arsin kx 十 > arsin kx 
k=n k=n 


k=l+l1 

三 S,1(X) + Sn(%). 

由 1 三 工 < 1+1, 可 得 * < 了 , 故 由 2) 知 ， 
多 
|S, (x%) |s Tv 
国 洁 <x= 一 朋 1 +1> 二 宇 n, 由 1) 和 ju| 的 递减 性 , 即 得 
| Si (%) | 3 三 3 
于 是 
|S, (x) | |S, 1(%) |+ | S11 (%) | (T + 3)W,. 

由 limw，= 0, 即 知 (1) 在 (- w ,+ o% ) 上 一 致 收敛 . 


三 、 窜 级 数 
形 如 》 a,(% - %)" 的 级 数 称 为 寡 级 数 ,其 中 w 是 一 定点 , a, 称 为 寡 级 数 的 
系数 . 当 w = 0 时 ,震级 数 变 成 》ax", 这 种 简单 形式 是 我 们 着 重要 讨论 的 . 这 是 


因为 对 一 般 形式 的 宕 级 数 过 oo 人 (5 -x0)" ,只 要 令 y = x -wo 就 化 成 了 上 述 简单 形 
式 . 

老 级 数 是 特殊 的 函数 项 级 数 ,关于 函数 项 级 数 的 一 切 绪论 ,对 它 都 成 立 . 同时 ， 
它 又 可 以 看 成 是 多 项 式 的 推广 ,因此 在 收敛 性 和 和 函数 的 性 质 方面 有 许多 优良 的 
性 质 . 正 因为 这 一 点 , 它 有 着 广泛 的 应 用 . 

1. 伯 级 数 的 收敛 半径 和 收敛 域 

柯 西 -阿达 玛 ( Cauchy-Hadamard ) 公 式 . 令 


. n 
P= lm [ol 








则 收敛 半径 
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0， 当 p =+o 时 ， 
R= 当 0 <p <+ % 时 ， 
+ 当 p = 0 时 . 


n+l 


这 个 公式 完全 解决 了 收敛 半径 的 计算 .但 大 lim 存在 , 记 为 p , 则 收敛 











ntl 


. 在 许多 情形 下 ,用 lim 
等 . 对 这 种 情形 ,斯 特 林 公式 . 


| 
nl ~ V2n7n" Ie (7 一 oo) 


来 计算 p 可 能 更 方便 ! 比如 , a, 含有 nl1 




















我 们 也 经 常会 用 到 . 
震级 数 > os 在 其 收 敏 区 间 ( - R,R) 内 部 处 处 绝对 收 伍 ( 阿 贝尔 第 一 定理 ) 
et 致 收 伍 ( 阿 贝尔 第 二 定理 ) ,至 于 端点 x = 上 丸 处 的 收敛 性 要 单独 讨 
耸 . 收敛 区 间 的 端点 是 索 级 数 收敛 点 与 发 散 点 的 分 界 点 . 一般 而 言 , 窜 级 数 在 这 分 
全 全 |， , 香 收 敛 , 则 收敛 的 速度 很 慢 ; 若 发 散 , 则 发 散 的 速度 也 很 慢 . 因此 ,讨论 端点 
的 敛 散 性 往往 是 非常 困难 的 ,这 要 用 到 数 项 级 数 中 更 加 精细 的 判别 法 (比如 , 拉 贝 
判别 法 ,高 斯 判别 法 等 ). 至 于 端点 更 深入 的 讨论 是 下 面 的 定理 . 


陶 贝 尔 (Tauber) 定理 设 之 oo = S(x) 在 (-1,1) 上 成 立 . 如 果 














limS(x ) =$ limna, =0 则 > 三 
后 面 我 们 将 给 出 这 个 定理 的 证 明 

对 ”“ 缺 项 ”的 需 级 数 其 收敛 半径 的 求法 ,一般 是 直接 利用 根 式 判别 法 或 比 式 判 
别 法 .例如 ， 














UD) > Br rT 
3 wt! . |x| i A 必 人 区 
因为 lim 3 | lim 2 3 = 0 < 1, 所 以 收敛 半径 
R=+%. 


2) TY 2, 

m=0 
因为 im Ys]” = 21|* < 1, 所 以 收 售 半 径 RR = 万- 
2. 震级 数 的 分 析 性 质 
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设 S(x) = > aux", 窜 级 数 的 收敛 半径 为 尺 , 则 
(1) S(x) 在 (- 尺 ,R) 内 连续 . 如 果 知 级 数 在 区 间 端 点 收敛 , 则 S(x) 在 该 端点 
单 侧 连 续 . 
(2 ) 震级 数 在 ( - 尺 , 尺 ) 内 可 逐 项 求 积 分 , 即 
b (Sar )dt = > tn I 


a-0n+ 
(3) 震级 数 在 (RR,R) 内 可 逐 项 求 导 , 即 
dy~ nl 
a 2, a,x" ) = 2 na,X . 
徊 级 数 通 过 逐 项 求 积 、 逐 项 求 导 后 所 得 到 的 新 的 帘 级 数 其 收敛 半径 仍 是 R ， 
但 在 端点 x = + RR 处 的 收敛 性 可 能 会 改变 . 
3. 函数 的 震级 数 展开 
对 函数 f(x) , 若 在 xu 的 某 邻 域 U(xo) 内 ,成 立 
f(x) = A — 0) 3 
则 称 f(x) 在 点 x 处 能 展开 为 帘 级 数 . 
若 函 数 A(x) 在 点 和 无 穷 次 可 微 , 则 称 寡 级 数 


wm An) 
"LC 0 




















(x 一 Xo) 
n=0 


为 /Ca 在 点 局 的 泰勒 级 数 . 当 m = 0 时 ,上 面 的 泰勒 级 数 变 为 > 全 中 wr , 称 它 
为 f(x) 的 麦克 劳 林 ( Maclaurin ) 级 数 . 
下 面 的 命题 给 出 了 /(*) 在 点 % 的 乱 级 数 与 A(x) 在 点 的 泰勒 级 数 之 间 的 关 
命题 5.3 《 宕 级 数 展开 的 唯一 性 定理 ) 如果 函 数 /(x) 在 m 的 某 邻 域 U(x) 


内 能 展开 为 寡 级 数 > ou,(* - 加)", 则 这 个 索 级 数 展开 式 是 唯一 的 ,并 且 它 就 是 
她 浓 _f" (x0) 
f(x) 在 点 x 的 泰勒 级 数 , 即 c，= nl 


值得 注意 的 是 :只 要 /(x) 在 点 无穷 次 可 微 ,那么 /(x) 在 点 x 就 可 以 展开 为 
泰勒 级 数 ,但 是 这 个 泰勒 级 数 未 必 收 合 ( 考察 1(x) = > 2 全 于 在 点 m = 0 的 展 








开 式 ) ,即使 收敛 也 未 必 收 合 于 f(x) (考察 f(x) = 15”，“ 关 0, 在 点 x = 0 的 
0 ， X =0 
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展开 式 ). 

f(x) 在 U(xo) 内 的 泰勒 级 数 收 人 钱 于 f(x) 本 身 的 充 要 条 件 是 余 项 y,(x) 在 
V(xo) 内 一 致 地 趋 于 0. 

一 个 方便 实用 的 充分 条 件 是 下 面 的 命题 . 

命题 5.4 若 f(x) 在 V(x) 内 的 各 阶 导 数 一 致 有 界 , 即 3M > 0, 使 
[fF® (x) |M,Vn, Vx ee U(xo) 成 立 , 则 了 x) 在 U(x6) 内 的 泰勒 级 数 收敛 于 
f(x). 

函数 的 窜 级 数 展开 分 为 直接 法 和 间接 法 两 种 . ol hee 在 展开 
点 的 高 阶 导数 值 和 证 明 其 余 项 在 展开 点 附近 一 致 地 趋 于 零 一 一 这 往往 是 困难 的 1 
间接 法 需要 利用 如 下 基本 的 展开 式 : 


(Wes THe (0,+o); 

(2) sinx = PD aie (-%,+%); 
(3) cos x = C1 
(4) In(1 +x) = 2-D7 pe (-1,1]; 


(5) (1 +x)"=1+ > oa -1)(a-n #0,1,2,. ,hk, 


1 nl 
该 展开 式 成 立 的 范围 当 a 二 -1 时 ,x e (-1,1); 当 -1<a<0 时 ,xe (-1,1]; 
当 g > 0 时 ,x e [-1,1]. 
需要 特别 说 明 的 是 :间接 法 的 理论 依据 是 寡 级 数 展开 式 的 唯一 性 定理 . 因此 ， 
在 作 展 开 时 ,我 们 可 放心 地 使 用 逐 项 求 导 、 逐 项 求 积 以 及 四 则 运算 等 方法 ,只 要 所 
得 的 寡 级 数 具 有 正 的 收敛 半径 即 可 . 
例 5.44 求 下 列 寡 级 数 的 收敛 域 




















(D FD (+ 本 
n 0 
(3) > ne (4) > 1+2cos2 | X 
n=0 nl n=0 4 
解 (1) 记 a, = (-1)” Ep 国 为 
2 
n 
1 二 二 到 2 
. a 5 n n+l 
lim | —H | = lim 
| 1 1 
n 1 + 二 二 …+ 一 
2 n 
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1 
= lim |1 + =1, 
| 人 
所 以 收敛 半径 R = 1. 
或 利用 不 等 式 
In(n+1) < la|l<l+lnn 


及 lim Vin(n +1) = lim v1 + nn = 1, 亦 可 知 收敛 半径 R=1. 


当 = 1 时 ,级 数 的 通 项 均 不 趋 于 零 , 故 级 数 的 收敛 域 为 ( -1,1). 
(2) 记 a, = i 因为 


Vn 
a ge 1 
lim | = lim 一 一 = lin3 5 = lim3 A = 1, 
n>% a n>% 3 n>% n>% 
n 








n 


lim va | = lim Etin(1) =, 


n>% no 3 Wn Wn 
所 以 收敛 半径 尺 = 1. 
当 x = 1 时 ,级 数 变 成 》 六 ,因为 当 n 适 当 大 时 ,成 立 
n=0 


本 到 


3 宛 人 3m 一 ne3 , 
而 In3 > 1 ,所 以 由 比较 判别 法 知 , 原 级 数 在 x = 1 处 收敛 ; 
当 * = -1 时 ,级 数 变 成 > (= 二 因为 


n=0 














(1 
3 EN 
由 上 知 , 原 级 数 在 x = -1 处 也 收敛 , 故 原 级 数 的 收敛 域 为 [ -1,1]. 
说 明 :该 级 数 在 端点 x =+ 上 1 处 的 收敛 性 也 可 用 对 数 判别 法 论证 之 . 


(3) 记 w = 下 .因为 














Cn+l 





n+l 
= lim CE | 训 二 


li ~ 一 一 人 一 
Lo (n + 1) 1 n” 


7 一 oo 








Cn 


或 利用 斯 特 林 公 式 : n! ~ Inn"'ie™"(n 一 oo ) ,有 














所 以 收敛 半径 及 = 二 
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当 x = 上 时 ,级 数 王 e- 为 正 项 级 数 
n=0 ‘"。 


e 


n 
n 


mnie™ | 
由 此 可 知 , 原 级 数 在 x = 二 处 发 散 ; 


n 
n 本 





nl 











由 





斯 特 林 公式 ， 


1 


2nT 





(n— % ), 


x = - 二 时 ,级 数 YC=1) me 为 交错 级 数 . 由 
n=0 . 


(n 入 DD)™ -oa 
(n+1)! 


1 


[9 = (1 





Ge 
nl 


V2nT 


>0(n 


> oo ) 


可 知 , 原 级 数 在 * = - 二 处 收敛, 故 原 级 数 的 收敛 域 为 [- 上 ,二 


nm 
1 + 2cos -一 


(4) 记 a, ( 4 


六 为 





jim /Ta, = 部 (1 + 2cos ur ) 
所 以 收敛 半径 尺 = 到. 


1 + 2cosg 


3 


当 x = 村 时 ,级 数 变 为 | 4 


[asx 


时 ,由 类 似 地 讨论 可 知 , 原 级 数 在 x 


的 收敛 域 为 (- 二 ,了 








例 5.45 求 下 列 级 数 的 收 化 域 
St 
(2) > (3) 
解 (1) 记 a = 1 +2 +“…+ 入 .因为 


2 
n 


nmYy 





= i | +200s |=3, 


. 对 该 级 数 的 通 项 ,考虑 其 子 列 


1 , 不 趋向 于 零 , 故 原 级 数 在 x = 地 处 发 散 ; 


处 也 发 散 . 从 而 原 级 数 


为 整数 ; 


oo 
nl 
六 
n=0 
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vV1 +27 .十 说 二 天 A) + (二 ) 证 (二 +1, 

















所 以 








入 oe. 十 a 
Ee Er 0 























人 I]l-x 1 六 个 局 了 得 k-l k+l 
i 
当 * = 和 二 时 ,级 数 变 为 一 + 太一 (二) 易 见 其 通 项 
= n 
a 





所 以 原 级 数 在 * = 4 二 二 处 收敛 ;类 似 地 讨论 可 知 , 原 级 数 在 * = 二 了 处 也 收 全 








故 原 级 数 的 收敛 域 为 [7 一 ,+ 了 | 


(2) 令 y = 一 , 则 原 级 数 化 为 > ey. ” 易 知 它 的 收敛 域 为 ( -1,1). 





态 十 < 1 , 解 之 可 得 : x > 1 或 x < - 1, 即 原 级 数 的 收敛 域 为 
(-oo,-1)U(L1,，+oo). 

(3) 用 根 式 判别 法 . 

p = lim V[x = lim|x|”0!, 欲 使 p < 1, 必 须 |x| <1. 当 x =+ 上 1 时 ,级 数 


变 为 》 1, 显然 发 散 . 故 原 级 数 的 收敛 域 为 ( -1,1). 


n=0 


例 5.46 设 a, >04 = >》 oan=0,1,) 有 A ot+%, 0(n > %). 


k=0 n 


证 明 :级 数 了 wa" 的 收敛 半径 尺 = 


n=0 























证 明 由 于 tim 字 


当 Ix|<1 时 ,由 


= 1 -lim = 1, 所 以 级 数 >4 x" 的 收敛 半径 为 1. 而 


n>% 


n+l n+l 


Oa,lx|l"A,|x|" (n=0,1,.…) 
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可 知 ， a |z|* 收敛. 但 由 4 一 + wm (n 一 wm) 知 ,级 数 a 发散, 故 级 数 


> a,x” 的 收敛 半径 R = 1. 
m=0 


例 5.47 将 下 列 函 数 按 要 求 展开 . 
(1) 将 f(x) = e'sin x 展开 成 x 的 宕 级 数 ，; 


(2) 将 /(x) = 二 一 展开 成 二 的 军 级 数 ; 


1 一 区 








(3) 将 /(x) = mx 展开 成 :二 1 的 震级 数 . 
解 (1) 将 f(x) 采用 间接 法 展开 ,要 涉及 两 个 震级 数 相 乘 ,计算 较为 复杂 . 下 
面 采 用 直接 法 展开 . 


用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 7” (*) = 28esin(> + 到) 由 此 可 得 











Am(0) = 23sin Tr(n =1,2,…)， 


于 是 可 得 f(x) 关于 xy 的 展开 式 : 





1. nT 
~» 238Sin 一 一 


人 Ci 
但 它 是 否 收敛 于 f(x) 呢 ? 通常 我 们 要 研究 其 余 项 ,看 它 是 否 一 致 地 趋 于 0? 这 是 
非常 困难 的 ! 为 了 避 开 这 一 点 我 们 采用 下 面 的 做 法 : 
因为 e 和 sin x 的 麦克 劳 林 展开 式 都 在 (- % ,+ o ) 上 成 立 ,所 以 它们 都 在 
(- ,+o) 上 绝对 收敛 . 由 级 数 的 乘积 定理 知 , e'sin x 也 能 展开 成 恬 级 数 , 且 收 
敛 半径 R= + %. 再 利用 老 级 数 展开 式 的 唯一 性 定理 知 , 式 (1) 在 (-o,+o) 上 
必 收 敛 于 ersin x. 


Cs 








= 一 > (=)， Ix|>1. 


(3) 先 求 h 了 关于 的 展开 式 . 





In 之- lIn(1 +y) -lIn(1 -7y) 
= 


1+(-1)” ,< 
Se + ( i 


部 生 时 n n=0 
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下 
x+l1 1 2 
故 f(x) =lnx = ln | ,XE (0,+%). 
x+l1 


类 题 设 f(x) =e” sinx, 求 /了 (0) (苏州 大 学 ). 
提示 ”因为 


oo 


元 oo 2n+1 
Ce I i 


n=0 


且 它 们 的 麦克 劳 林 展 开 式 在 ( - % ,+ % ) 上 都 绝对 收敛 ， 所 esinx 也 能 展 
开 成 宕 级 数 ,并 且 收敛 半径 及 = + %. 由 军 级 数 展开 式 的 唯一 性 ,只 需 计算 它们 的 
何 丁 积 有 可 . 而 它们 的 柯 本 各 是 

(> 5)(> 0g) 
_ ( 1) 2n+l1 e _ om oo 
-> (> Ee Ten 
由 此 可 见 , 在 Ax) 的 展开 式 中 侦 次 考 并 没 出 现 ,所 以 f* (0) =0. 

事实 上 ,如 果 注 意 到 f(x) 是 奇 函 数 ,而 奇 函 数 的 展开 式 中 不 会 出 现 偶 
地 pOy=0 

例 5.48 将 函数 /(x) = 一 *e0 一人 展开 成 * 的 震级 数 . 























< 


次 震 , 因 








— 2xcos Q 十 区 
2 2 。2 
解 XCOS QL 一 区 加 ae — xsin’ Qa) 
2 一 2 
1 一 2xcos Q 十 和 (1 -xcos Qw) ”+2% Sin a 


x(cos Qa +isin Qa)| (1 -xcos a) +ixsin aw] 
[ (1 -xcos a) +ixsin wj][(1 -xcos a) -ixsin wj] 


- = Re > w"e™ (|x|<1) 
n=1 


= Re 





Re 





1 -wxe 


= Re » x" (cos na + isin na) 
n=1 


DS weos na, xe(-1,1). 
本 例 亦 可 用 待定 系数 法 展开 设 
Xcos Q 一 好 
- Daw, 





1 -2xcos Q 十 和 好 
两 边 同 乘 以 1 - 2xcos Q + x ,并 比较 和 同 次 需 的 系数 ,可 得 


ao = 0,a, = cos 11Q ,7 = ] 2，… 





县 oo 
因此 A 三 > xn"cos na,xe(—-1,1). 
n=1 


1 -2xcos Q + x’ 
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类 题 1 求 函 数 Kx) = “SH 的 麦克 劳 林 展开 式 (用 两 种 方法 ). 


1 ~-2xcosa+x 
(f(x) 到 > xn"sin 7Q ,X Ee (-1,1)). 
n=1 
类 题 2 证 明 ; 当 |x| < 1 时 ， 


ln(1 -2xcos a + wx’) ED 


COS na ea 


提示 设 f(x) = ln(1 -2xcos a +w), 对 f(x a 


ae 2(x - cos a) _ 1 J 1 


5 
1 一 2xcos Q 十 % xXx—-e" x-e 





-ia “ 


当 |x|< 1 时 ,应 用 守 一 的 展开 式 , 并 利用 逐 项 积分 定理 可 得 结论 





正明 通过 /f(x) 的 麦克 劳 林 展 开 , 求 出 数 项 级 数 的 通 项 -mu 


为 此 , 记 a = +1;, = -1, 则 
1 1 
Lo | 








FY +4 

ee | 四 1 .1 

2o 14+42 2 1 和 
a b 





se | 


人 | a 





由 此 可 得 





f£" (0) 加 1 (—1)" 本 1 | 
nl od oe bp" 


注意 到 ab = 1, 我 们 有 
£0) um 1 n+l njyn+t+l 
a 


-0 


ee 
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这 表明 > 7 
由 


es 是 正 项 级 数 . 


nl 


mT 2 in (s) -2270 


n+l 





和 级 数 > -二 敛 性 ,利用 正 项 级 数 的 比较 判别 法 知 ， > 5 收 全 


例 5.50 奉 f(x) = i 的 收敛 区 间 是 ( -RR,R) ,存在 数列 |x,| C (RR， 
R) ,使 得 limx。= 0, 且 f(x,) = 0,n = 1,2,…. 证明 :a, = 0,n = 0,1,2,…. 

证 明 由 f(x) 在 x = 0 处 连续 知 , ay = lim f(x,) = f(0) = 0. 此 时 , f(x) 可 
写成 : 





f(x) = Sar = sea Xxg(X). 


因为 Vx, 0,g(x,) Hx,) = 0. 用 上 述 方法 便 可 推 知 , a，= 0. 如 此 下 去 ， 
可 得 a， =as = =a,=0. 
例 5.51 证 明 陶 贝尔 定理 . 


证 明 记 o, = 上 ka,|, 由 limn|a |= 0 可知,limo, =0. 
n 条 三 击 n>% 和 n> 











令 x， = 1 二 = SS 可知， limS(x,) = 49. 
也 YX 一 >] 一 7 一 oo 
于 是 , Ys > 0, JNe N,, 当 n > N 时 ,有 
1 
Sil -—|j-S 
s(1 -二 ) 


won 





= |S(%,) ~- S|< ou < 了 


设 5, = >w, 当 0 <x < 工时 ,有 
= 
S,—-S= S(x) -S+ = 了 


= S(x) -9 + > all -2 - SS ， 


k=n+l 


1 -x = (1 -x)(l+r+ +x !) <E(l -x), 
故 有 
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|s, -SI< [SC2) -SI+ (1 -4) Dklaslt > lal# 
过 :=n+l] 











n & 1 
< 18(z) -SI+ (1 —%) Oklasl+ 3 a 
令 x* =1- 工 , 则 有 
n 
1 
So -sls |s(1 -1)-s|+ 二 > kal+ 生 
n 
< 全 + 二 + 二 -=e 
3 3 3 


注 5.7 一 个 简单 的 充分 条 件 是 下 面 的 命题 . 


命题 5.5 设 S(x) = a e (-1,1),a, 宇 0 有 HlimS(x) = S, 则 
n=0 X17 


EM 
QS 


证 明 记 S$,(z) = >》 ax', 则 S,(x) 三 S(x),Vx e1[0,1]. 令 x 一 17 ,可 得 : 
k=0 
5S, = >》, ai 三 5, 即 |5,| 单调 递增 有 上 界 , 因 此 数 项 级 数 > a, 收敛 . 由 阿 贝 尔 第 二 
k=0 n=0 


定理 可 知 , 军 级 数 》 ww 在 [0,1] 上 一 致 收敛 . 再 由 连续 性 定理 ,有 


例 5.52 设 f(x) = > 求证 ， 
(1) Kx) 在 [ -1,1] 上 连续 ; (2) f(x) 在 x =-1 处 可 导 ; 
(3) limf’(4) =+ %; (4) f(x) 在 x = 1 处 不 可 导 . 
证 明 (1) 因 为 当 |x|< 1 时 ,有 

和 1 | 








nln(1 +n) mln(l +n) mln2’ 
所 以 表示 f(x) 的 震级 数 在 | -1,1] 上 一 致 收敛 . 由 连续 性 定理 可 知 ,f(x) 在 [ - 
1] 上 连续 . 

(2) 对 短 级 数 在 收敛 区 间 ( -1,1) 内 逐 项 求 导 可 得 


> 元 人 ee (-1,1). 


当 * = - 1 时 ,交错 级 数 > 二 收 全 由 阿 贝尔 第 二 定理 知 ,每 级 数 
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> 寺 E 在 [ -1,0] 上 一 致 收 全 .由 过 项 微分 定理 知 ， 


a 1 


f° (%) 加 生 i E [-1,0]， 
即 fx) 在 x =-1 处 可 导 . 


(3) 当 x >0 时 ,由 六 (x) = > 寺 放 和 可 看 出 /ax Xx) 为 正 的 递增 函数 , 因 
此 ,广义 极限 
mr -4 
存在 . 


若 4 <+ % , 则 了 '(x) 在 [0,1] 上 有 界 .注意 到 


| 
mln(1 +n) 人 


由 命题 5. 5 知 , 数 项 级 数 > A 收敛 . 但 由 柯 西 积分 判别 法 易 知 ， 


> 发 舟 , 蔬 盾 因此 4 = + ,如 
limf’(4) = + %. 
(4) 由 洛 必 达 法 则 及 (3) 的 结论 知 ， 
ES 


J 和 


故 . 广 (1 ) 不 存在 . 
例 5.53 已 知 》 上 二 - 


n=1 nn 


ca 


(1) 求 Imm(1 +x) 在 x =0 点 的 寡 级 数 展开 式 ; 
po 1) 1 1 \ sr. 
(2) 求 (1 + 六 +… + 二 ) 的 和 |; 





2 





(3) 求 > DD {1 + 3 + + 二 | 的 和 |. 








解 (1)ln (1 +x) = > (|x|<1) 是 绝对 收敛 的 级 数 . 由 于 两 
个 绝对 收敛 级 数 可 以 任意 相 乘 , 记 
,= =1) 
n+l 


则 有 
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> Cw 


my = (DS a)? = 
n=0 n=0 


中 
n ER 1 
C= Smart= (-1) (k+1)(n-k+1) 





AN 


ks 
(1) (k+l1)+(n-k+1) 
mt+2 和 名 (k+l1)(n-k+1) 
IST 1 
| 
Dl) n 1 
n+2 各 k+l’ 











于 是 有 
2 “21 1 1， 
In’(1 = x 

n2(1 + x) *> {3 > 


n=0 





oo n-l 
=2> 人 人 + 二 + + e- (=1,1). 


A n+l 
(2) 用 莱 布 尼 次 判别 法 不 难 判断 级 数 
Be 


A n+l 2 n 


收敛 (注意 应 用 1 + vi + 二 = 0(Inn)(n 一 %) ), 所 以 对 In*(1 +x) 展开 的 




















蝴 级 数 ,应 用 阿 贝尔 第 二 定理 可 得 
(—1)"! 1 1 _ ln22 
(3) 由 > 坊 = 开 可 得 
7=1 7 0 
T_v1l_s 1 < 1 1 1 nm 
= TT 直 = S 十 ” ? 
0 和 2 7 之 (2n -1)” 2 (2n)? 人 (2n-1) 4 6 
从 而 
1 图 Tr 
n=1 (2n 1) 8 
因此 
ve 1 _~ 1 _T_ T_T 
7 条 全 革 (2n -1)? 净 二 1 (2n)’ 8 24 12 


故 
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ed (= 1 1 1 
人 十 7 十 + 二 | 
全 1 1 CD)" 
= 1 i VT 
> 人 + 立 + + 这 7 
3 (D1 i 
op lt + + > 7112 
人 (-1) (—1)" 1 1 
之 7 2 nt+l 由 + 二 | 
_T ln2 
Bi 2 
类 题 (1) os = 0 点 展开 成 寡 级 数 ; 
(1 1 
2 i 的 和 . 
(2) 求 二 {1 1+ 广 +… + 二 一) 的 
(一 1)” 1 2(n+1) ) 
(Carctan = > 二 人 人 1 + 了 + ,|x|<1]. 





本 
例 5.54 已 知 二 = 于 , 求 | 2 
解 ” 分 部 积 人 
1 一 冲 ”Xe 11” d(1l +e™) 
| dx = [ dx = -| x 一 dx 














e +1 1 +e” 1 +e” 
=- 人 safntl +e 一 )] 
= 和 + nl Bd 
= | ma +e ™)dx. 
由 In(1 +4) = 站 (1D 攻 , 式 (1) 可 化 为 





J so i 


es ee 在 (0，, + wm) 上 一 致 收敛 
由 逐 项 积分 定理 , 式 (2) 可 化 为 
wy = m1 _T 
| ES nn ”12， 
这 里 利用 了 上 例 的 结 
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例 $. SS 设 shx.shy =1, 其 中 shx = 


解 ” 令 1 = e™, 则 


3 一, 计算 | y(z)dx (浙大 ) 














5 
从 而 y = sh 2 = nn( -2 1 


注意 到 x = - lnt,dx = 一 一 


| yx)ar = | Tn 





-| 二 int1 + t) dt sl Tin(! — 1) dt. 


Tin(! +1t) = Sl e [0,1]， 
上 式 在 1 = 0 处 理解 为 取 极 限 的 过 程 .由 帘 级 数 逐 项 积分 定理 ,有 


n-l 2 


1 Hn +t = > CD | a= > Su 














“2. 
同 理 可 得 
| Tin(! -it)dt=- > I 
+% Tr 7? Tr 
故 | y(x) dr = De 
例 5.56 求 > ;入 之 和 
解 由 于 > 起 六 上 = > 于 + 二 ,所 以 考 碟 圭 级 数 


oo 


S(w) = Dnn+t1)x" ,|x|< 1. 


n=1 


当 |x| < 1 时 , 逐 项 积分 有 
SC = | sCa > Ca 


. 2 ntl X 
| SCD a = > = 天 一 


x 


Si(%) Se S(x) = S1(%) 
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n(n+1) _1 ly 
> 75( 当 ) 8. 
例 $.57 求 极限 jim 六 > (二 (中科院 ). 
解 “这 是 一 个 二 重 级 数 求 和 问题 . 记 
2 


=1 j=1 =1 j=1 


~ m 六 (De 1dx 
0 生生 


i=1 J 


_ 人 3 (— 1x 。 (Droorjas 


i=1 j=1 





_ | (一 1) Xml 1 再 (= 一 区 dx 
0 











] +x ] 十 区 
1 
= | 1 - {x 十 (一 下 下 C= 1) "x"!! 证 C= 1 ) x" | dx. 
0 (1 +x)” 
注意 到 
1 
<| es idx < 人 wd = 0(k mm), 
我 们 有 
: fs 区 网 1 2 1 
ea =| (1 ug 加 和 SS + | 0 “J 2 


例 5.58 ” 设 几 zx) 是 及 上 的 连续 函数 , 知 Kx) 在 及 上 能 用 多 项 式 一 致 逼近 , 则 
f(x) 是 一 个 多 项 式 . 

证 明 ”车 f(x) 在 上 能 用 多 项 式 一 致 逼近, 则 存在 多 项 式 序列 |P,(xz)} 及 
> 0, 当 n 三 N 时 ,对 Vx e R, 有 1 P(x) -f(x)1 <1. 于 是 , 当 n 宇 N 时 ,对 Vx 
e 及 ,有 

| P,(x) ~- Py(x) | | P(x) -f(x) | +l P(x) -f(x)1 <2. 
这 表明 ,多 项 式 P,(x) - Py(x) 在 R 上 有 界 , 所 以 它 必 是 常数 . 即 
C= lim(P,(%) ~ Pra(%)) = f(x) -~ Py(%), 

故 f(x) = Py(x) + C 是 一 个 多 项 式 . 

四 、 傅 里 时 级 数 
傅 里 叶 级 数 是 一 类 三 角 级 数 , 它 是 窜 级 数 之 外 又 一 种 特殊 的 函数 项 级 数 .将 函 


数 A(x) 展开 成 傅 里 叶 级 数 和 展开 成 泰勒 级 数 相 比 ,对 f(x) 的 要 求 要 宽松 得 多 ! 
并 且 它 的 部 分 和 在 整个 区 间 上 都 与 f(x) 吻合 得 较 理 想 , 因 此 侍 里 叶 级 数 比 窜 级 数 
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更 有 力 .适用 性 更 广 . 
1. 函数 的 傅 里 时 展开 














将 函数 A 作 x) 展开 成 傅 里 叶 级 数 的 理论 基础 是 三 角 取 数 系 的 正 交 性 ,展开 的 关 























键 是 计算 传 里 叶 系 数 . 

















设 A(x) 是 以 2 为 周期 的 函数 ,上 且 在 [ - 5,w] 上 可 积 , 则 传 里 叶 系 数 


1 


Cn 一 


TT 





| f(x) cos nxdx,n = 0,1,2,.…, 


1[" 
二 地 | Ma)sin idX 1 2 

















， 十 、 (a,cos nx + b,sin x) 称 为 f(x) 在 [ -7,7m] 上 的 傅 里 时 级 数 . 它 未必 
收敛 ,即使 收敛 也 未 必 收 敛 于 f(x) ,因此 通常 记 为 


f(x) ~ 了 二 总 (acos nx + b,sin x), 
n=1 


“~” 仅 表示 右边 的 级 数 是 由 /而 产生 的 
一 般 来 说 , 若 f(x) 在 [a,5] 上 可 积 , 则 


1 


b 
a, = 了 | f(x) eos den 和 0 1 ,273 


l 
1 


上 . nT 
b, 二 Tf) sin Txdr,n 1 2 


MN 


中 1 = “了 ,相应 地 有 


和 
f(x) ~ > + > (acos Dy + b,sin ne | 
n= 


1 1 


若 Ax) 以 21 为 周期 , 则 在 上 面 的 系数 公式 中 ,应 取 区 间 [a,5] = [- 72] 
车/(x) 是 奇 函 数 , 则 a，= 0 ,相应 的 傅 里 叶 级 数 为 


f(x) ~ > b,sin i 
| 


称 为 正弦 级 数 ， 
































若 f(x) 是 偶 函 数 , 则 5，= 0, 相 应 的 傅 里 叶 级 数 为 


本 
f(x) ~ 7 + > a, cos 了 
n=1 


称 为 余弦 级 数 . 











但 值得 注意 的 是 :虽然 只 





周期 函数 才 可 能 有 侍 里 叶 级 数 , 但 当 f 的 定义 域 是 





长 度 为 27( 或 21) 的 区 间 时 ,可 先 将 其 延 拓 成 周期 函数 ,然后 再 展开 成 传 里 叶 级 
数 ,这 个 傅 里 叶 级 数 就 是 /在 该 区 间 上 的 傅 里 叶 级 数 (实际 计算 时 ,这 种 延 拓 只 是 























米 ， 4 


212 





























观念 上 的 ,我 们 并 不 把 它 写 出 来 ). 

2. 传 里 时 级 数 的 收敛 定理 

车/(x) 在 [ -mm,m] 上 按 段 光滑 ( 即 /在 [ - m,n] 上 除 有 限 个 点 之 外 有 连续 的 
导数 ,而 在 这 有 限 个 点 处 及/" 有 单 侧 极限 ) , 则 /(x) 的 傅 里 叶 级 数 的 和 函数 为 

















Ho， 当 * < (- mm) 为 Kx) 的 连续 点 时 ， 
5 = |， 当 *e (-mm) 为 (x) 的 间断 点 时 ， 








用 -T+0) +f(7 -0) 当 x = 时 
i + 。 
若 f(x) 在 [ -7,T] 上 连续 、 按 段 光滑 ,是 f(T7) =f( -7), 则 


f(x) = P+ Facos ns + bsin mss es [mm 


3. me 

1) 傅 里 叶 系数 的 渐 近 性 质 . 

由 黎 曼 引 理 知 ， lima, = limb, = 0. 

随 着 f 的 可 导 性 的 提高 , a, ,b, 趋向 于 零 的 速度 也 会 加 快 . 

命题 5.6 设 / 在 [ -7m,m] 上 有 直到 上 +1 阶 的 导数 ,A 在 [ -7,m] 上 可 积 
有 fF? Cm) = fF?(- mm) (7 = 0,1,…,k) ,NM 

qo b, = = o(- Fr)(nmm). 

2) 傅 里 叶 级 数 的 唯一 性 定理 . 

命题 5.7 re es ny sation = 
0,a,， = b，= 0,n =1,2,…, 则 / 必 是 恒 为 零 的 常 值 函数 . 

这 个 命题 告诉 我 们 ,如 果 两 个 连续 函数 在 某 一 给 定 区 间 上 的 傅 里 叶 级 数 相 同 ， 
则 这 两 个 连续 函数 相等 . 

3 ) 傅 里 叶 级 数 的 逐 项 积分 定理 : 设 妃 x) 在 [- 7,mn] 上 可 积 , 且 









































f(x) ~ + > cos nx + b,sin nx), 
“一 定 收敛 , 且 Vxo,x e[-7,T], 有 


x Xx a ed x 
[fa = | 2 di + | Ca,cos nt + b,sin nt)dt. 
20 20 元 1 移 
进而 , 取 x。= 0 可 得 


x oo b oo 
| hw -lu 二 十 加 区， nx + sin ns), 


第 五 进 级 数 213 

















上 式 右 端 是 上 式 左 端 函数 的 傅 里 叶 级 数 . 
注 5.8 只 要 /可 展开 成 传 里 叶 级 数 ,不 论 这 个 级 数 是 否 收敛 ,是 否 收敛 于 


/(*) , 它 逐 项 积分 后 所 得 到 的 级 数 一 定 收敛 于 | 六 z) dx. 




















另外 ,这 个 定理 还 告诉 我 们 ,一 个 三 角 级 数 cu + 。 (acos nx +Dsin nx) 有 资 

















格 成 为 基 个 可 积 函 数 的 伟 里 叶 级 数 的 必要 条 件 是 > 守 二 收 伍 





例如 ,级 数 3 5 ax 虽然 在 人 - o ,+ %) 上 收敛 ,但 它 却 不 能 是 任何 可 积 孙 


数 的 伟 里 叶 级 数 
4) 傅 里 叶 级 数 逐 项 求 导 定理 : 设 /在 [ - T,T] 上 连续 、 按 段 光滑 , 目 




















f(x) ~ + (oeos me +h, sin nx). 


若 f' 在 [ - 7,m] 上 按 段 光滑 ， 则 下 面 的 逐 项 求 导 公式 成 立 ， 
f'(x+0) + (x—-0) 


(Pb ,cos nx — na,sin nx). 
n=1 





若 f'(x) 在 [-7 We 上 连续 , 则 有 


f'(x) = Ole mx ~ nassin me) x es (= mn). 


进而 , 若 还 有 f'( 7) 2 (T), 则 上 式 对 x = 土 苹 也 成 立 . 
傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 $, (x) 的 性 质 以 及 由 它 导 出 的 贝 塞 尔 (Bessel) 不 等 式 和 
巴塞 伐 尔 (Parseval ) 等 式 在 此 不 再 鳌 述 . 

例 5. 求 /(x) = = 和 [0,27w] 上 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 ,并 由 此 证 明 
1 (=1)™ 
ee 


n=1 n 


解 ” 因为 fx) 在 [0,27] 上 可 积 ,所 以 可 展开 成 傅 里 叶 级 数 . 而 
Lf wd = 4 人 ， 
TJ0 


















































a, = a x cos nxdx = Le = 1,.20%, 
0 n 
27 2 
= -al xisin nxdx = 1 = = 1,2,.… 
TJ0 n n 
故 
国 2 2 
f(x) ~ 2m’ +4 > (Seos nx + ed a nz) 

n=1 n n 





显然 , 当 x e (0,27) 时 ,f(x) = w’ 连续 , 故 
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pl, 
x = 2m ji (TF 0 nx ),s e (0,27). (1) 
汶 三 ] 7 n 





当 x = 0 时 ,级 数 收 化 了 + 古人 2 0 = 4m .于 是 由 式 (1) 可 得 


0 


再 在 式 (1) 中 , 令 x = 7 ,可 得 





mm = 2m3 - 12Tr > C3 , 即 六 CH- 二 
例 5.60 求 和 9 -= > -1 
ji 态 二 2 

















解 ” 考虑 函数 J(x) =ew,xe10,27). 将 f(x) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 , 则 
1 Vx 2V2T 
= 一 | edx = —(e -1 
a a ps 





当 n 宇 1 时 ， 
a, = | ecos nxdx 

Th 
1 2 [1 J | 

= 一， 一 一 ecos nx + Wesin nx 
T nn +2 2 

_ (en), 
T n +2 

















所 以 f(x) =e“ 的 侍 里 叶 级 数 为 


1 5 SE 1 2 ， 
f(x) ~ Bi = 小) 十 和 [Se — 1)cos nx + b,sin a | 


1 +2 
由 收敛 定理 ,上 面 的 级 数 在 x =0 处 收敛 于 


六 (J(0 +0) +f(2m -0)) = 二 (1+e 本 ) 于 是 ,有 





1 rem) = 工 (ez 而-1) + a ne a 





2 Tn 全 于 
即 
到 1 _ CBT +1) + nr- le™ 
n+2 4(ez2r -1) 
例 5.61 设 
mT 一 %， 0<x7, 
(YE 0 ， x = 0， 


-TT-xX, =-T<x<0. 
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(1) 求 /的 傅 里 叶 级 数 展开 式 ; 
(2) 讨 论 8 的 傅 里 叶 级 数 在 ( - 7,m] 上 是 否 收 敛 于 了 ,是 否 一 致 收敛 于 f? 
解 (1) 由 于 f 在 (-7,mn) 上 为 奇 函 数 , 故 

a, = 0,n =0,1,2,., 








2 2 
b= S| fr)sin nxdx = 7 = 


所 以 /的 傅 里 时 级 数 展开 式 为 
f(x) ~ > sin nx. 


n=1 


(2) 因 为 /在 (-T,T) 上 除 x = 0 外 都 连续 , 故 当 x se (-T,T), 且 x 天 0 时 ， 

















有 
Ho = > 
又 当 > = 0 时 ,级 数 收 全 于 
二 LO -0) +f(0 +0)] =0= 人 0) 

当 x = 严 时 ,级 数 收敛 于 
3 -0) +K-m+0)] =0=A"). 


由 此 可 见 ,j/ 的 傅 里 叶 级 数 在 ( -7,m] 上 收敛 于 了 . 
由 于 /在 (- T,T] 上 不 连续 ,由 连续 性 定理 , 若 级 数 在 ( -7,m] 上 一 致 收敛 于 
久 这 就 与 了 的 不 连续 性 相 矛 盾 , 故 / 的 傅 里 叶 级 数 在 ( - 站,T] 上 不 一 致 收敛 于 了 . 
例 5.62 设 f(x) 是 以 2 为 周期 的 连续 函数 ,a,b 是 传 里 叶 系 数 , 求 函数 


F(x) = | fA + 
的 传 里 叶 系数 4,,B,, 并 利用 F(x) 的 展开 式 证 明 巴塞 伐 尔 等 式 : 
a 1 
P+ +) = | [Ax) J?as. 


2 


n 


sin nx. 


















































解 Vx eR, 有 
a EAA +t+2m)d 
= | fAs + dt = Fn), 





即 F(x) 是 以 2 为 周期 的 函数 ,而 F(x) 的 连续 性 显然 . 
1 T 
F(-#)= =| ff -ad 
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= fx + yf) dy 


= | fr + yf dy = Pls), 


TT 
即 F(x) 是 偶 函 数 . 于 是 ,函数 F(x) 的 傅 里 叶 系 数 
B, = 0,n = 1,2,., 


4,= 5) Feos nsde = 二 | [FOR + 0) dr]eos nd 




















= 点 站 AD [三 + w)cos nxdx]at 《交换 了 积分 的 顺序 )， 
对 内 层 积分 作 变量 蔡 换 1 + x = y, 注 意 到 /的 周期 性 ,有 
| +%)cos nxdx = 二 | fC9) eos n(y -i)dy 


1 . 1 . 
= C08 mt] f(y) eos nydy + 元 si mt] £9) sin ydy 


= a,cos nt + b,sin nt. 


于 是 
A, = Lf po) (a,cosnt + b,sinnt) dt 
Tt 
1 三 1] 三 
= a 二 | ft) eos nidt + b, = | fsin mid 
=a +b,n =0,1,2,.. 
故 


于 
F(x) = ET Afx + dt = P+ > Acos ns 


= + 、 (az + 0b?) eos nx. 
在 上 式 中 , 令 x = 0 ,可 得 巴塞 伐 尔 等 式 : 
a DP = D+ Fer). 
注 5.9 本 例 中 给 出 的 F(x) 称 为 函数 人 x) 的 卷 积 , 它 具 有 许多 好 的 性 质 . 有 


兴趣 的 同学 可 参看 任何 一 本 传 里 叶 分 析 的 教材 或 专著 . 另外 ,巴塞 伐 尔 等 式 是 熟知 
的 结果 ,利用 它 很 容易 证 明 传 里 叶 级 数 的 唯一 性 定理 . 


例 5.63 证 明 ，》 cos nx - 证 (3* = i 
和 n 
























































证 明 这 类 题目 不 能 把 它 视 为 级 数 求 和 ,而 应 把 它 看 成 右 端 函数 的 傅 里 叶 展 
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记 f(x) (3 一 0TX +27’) ,从 欲 证 的 等 式 可 以 看 出 , 需 将 f(x) 在 [0,mw] 上 


展开 成 余 纺 级 数 . 为 此 ,只 需 将 g(x) =3x -6mx 在 [0,m] 上 展开 成 余弦 级 数 即 
可 .而 
ao = 2 Gx — 6mx) dx = -4m’, 
TT 


aw = | (3x”- 6mx)cosnxdx = 《天 = 2 
TO 


由 傅 里 叶 级 数 收敛 定理 ,有 
3x2 -6mx = -2m2 + > oo e [0,7], 

















即 
> = 二 (3x -6mr +27),x e [0,T]. 
例 5.64 (1) 设 所 xz) 以 2 为 周期 ,在 (0,2mw) 内 有 界 ,证 明 : 大 A(x) 上 , 则 
b, 三 0; 若 f(x) 二 , 则 65, 0 (n= 1,2,…); 
(2) 设 f(x) 在 (0,2m) 内 有 界 ,证 明 : 若 f(x) +, 则 a 三 0; 若 f(x) 上 , 则 
a, <0 (n= 1,2,.…); 


(3) 设 /x) 在 [0,27] 上 连续 ,证 明 : 关 Pw) = (J00) =- 备 几 上 则 ww 0; 


若 F(x) fT, 则 a, 三 0 (n= 1,2,.…). 
证 明 (1) 将 [0,27]n 等 分 , 则 


和 1 , 
b= =| f(x)sin nxdx = I in nxdx 


= > [[ a i 


Gr 1 yafl%) sin nxdx | 


(i 二 并 


i a Ee eM f+ TJsin ndt|( 令 x = + 互 | 


(i-1) 亚 
= 1$ ep -/(x + T) Jsin nxdx, 
注意 到 当 Nz) | 时 (x) -A(x+ 工 )>= 0, 在 区 间 [(i-D) 守 ,(i- 汪 话 ] 上 ， 


sin nx 宇 0 ,所 以 b, 三 0. 
类 似 地 可 证 , 当 f(x) 人 时 ,b, < 0. 
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(2) 由 传 里 时 系数 的 计算 公式 易 得 , a,= - 二 5 ,这 里 b 是 /'(x) 的 全 里 叶 系 


数 . 对 产 应 用 (1) 的 结论 知 , 奉 (x) 1 , 则 b<0, 故 a 
故 a, 二 0. 




















宇 0; 大 f(x) 4 , 则 6 二 0， 


(3) 由 f(x) 在 [0,2w] 上 连续 知 ,F(x) 在 [0,2w] 上 可 导 , 用 4,,B, 表示 F(x) 
的 傅 里 叶 系 数 , 则 有 

















A, = 二 | F(x)cos nxdx 


_1 a nw p(s )| 工人 (rs ) = i nads | 
b 


n 
> = = 一 1 ,2 ,… 
n 


类 似 地 可 得 B，= i = 1,2,… 


对 F(x) 应 用 (1) 的 讨论 知 ,车 F(x) 4 , 则 a 宇 0; 车 (x) 了, 则 a, < 0. 
注 5.10 ”从 本 例 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ,关键 是 证 明 (1). 而 (1) 的 证 明 , 也 可 
用 第 二 积分 中 值 定理 : 
= 工 | Ax)sin nxdx = (1 — cos E)[f(0) - f(27)] ,é € (0,27), 
由 此 易 得 结论 . 


例 5.65 设 f,g 在 [0,2w] 上 可 积 ,a,,b, 和 a,,B, 分 别 表示 了 和 的 傅 里 叶 系 
数 , 则 

















| fe) de = + > (wa + 0,B,). 
证 明 写 出 f+g 和 /- Wan 和 式 ， 
人 





i 


SL, +o) + Cb, +p,)"], 
Ly a sg Ta wp ey 
将 上 两 式 相 减 可 得 结论 


作为 例 5.65 的 一 个 应 用 ,我们 用 它 来 证 明 傅 里 叶 级 数 的 逐 项 积分 定理 . 
例 5.66 设 /(x) 在 [-7,m] 上 可 积 , 且 

















f(x%) ~ + (ascos mr +h, sin nx), 
则 Yia,b5] C[-7m,m|] ,有 
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6 大 CN 
| fx) dx = | 了 dx + > (acos nx + b,sin nx)dx. 
a a n=1 a 

证 明 由 例 5.65 知 ， 


二 | fra) d= | els) ds + 


之 | g(x) (a,cos nx + b,sin nx) dx, 
上 式 对 [7,7] 上 的 任 一 可 积 函 数 g(x) 都 成 立 . 特别 地 , 取 


_ /1, x Ee [a,b], 
35 xel-mn,n]\[a,b], 


则 上 式 就 变 成 
[mad = | dx + > [Caeos pi i 
例 5.67 设 f(x) 在 [ -mm,m] 上 连续 ， 
F(x) = 2 4 > (aems kx + Bisin fx) , 
求 7,(%)( 即 确定 系数 w ,B,) ,使 均 方差 
8 = | (x) -T(x))?ds 


最 小 . 
解 设 a,,b, 为 f(x) 在 [- 7,m] 上 的 傅 里 叶 系 数 , 而 


8= | (x) -ms))?dx 

















= | fF? (x)ax -2 f(x)T, (x) dr 十 | (x) ar 


= | f* (x) ar -27 [0 + > (oa 十 08 |+ 


7 [2 . (a + > +B)| 


n 


-fat + D0) + Cb -Bi)*] - 


二 
oa n 5 
ml Yo | 
2 + 训 


上 式 第 一 三 项 为 常数 . 由 此 可 见 , 当 且 仅 当 
a; = a,B; = b, (k=1,2,…,n),a, = oa 时 
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6 最 小 ,最 小 值 6 = | f* (x) ar a > (a We 


这 个 结论 告诉 我 们 ， 在 均 方 收 伍 的 意义 下 , 连 函数 f(x) 的 傅 里 叶 三 角 多 项 
式 是 所 有 三 角 多 项 式 的 最 佳 逼 近 a 
例 5.68 设 f(x) 在 [0,m] 上 有 连续 导数 ,f'(x) 在 [0,mw] 上 分 段 光 滑 , 且 


| fla) ds = 0 , 试 证 : 

















[f° Gas 三 | f° Cx) dx. 


证 明 将 f(x) 偶 延 拓 到 [ -7,0] 上 ,由 已 知 条 件 , 延 拓 后 的 函数 能 在 [ - 7， 
T] 上 展开 成 傅 里 叶 级 数 , 且 cs = 0,6b, = 0 ， 


f(x) = > acos nx, x € [0,n]. 
| 























逐 项 微分 可 得 
f'(x) = 一 2 na,sin nx, x e [0,7n], 
二 者 均 为 健 里 叶 展 开 式 . 利用 巴塞 伐 尔 等 式 : 
2 [jp2 _ 
[7 (x)dx = 之 mm， 


[fx) dr = > we > 三 [7 (x) dx, 





故 
[f° Cx) ds 2 [f° (x) dr 
类 题 设 f(x) 在 [0,m] 上 二 阶 连续 可 导 , f(0) =f(7) = 0. 
a, = fa)sinnr ds, n=1,2, 


试 证 明 :级 数 > nas 收敛 (华南 理工 ). 


提示 将 f(s ) 奇 延 拓 到 [ -5,0] 上 , 则 了 (x) 是 [ -7,m] 上 的 偶 函 数 ,而 且 能 
展开 成 傅 里 叶 级 数 . 
记 广 (x) 在 [ -7,m] 上 的 伟 里 叶 系 数 分 别 为 4,,B, 则 4。= 0,B, = 0,n = 1， 






































pe 
由 
a, = {Aa)sin nx dx 


= 一 f(x) eos nx 





， + |/ (x)cos nx dx 
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A, 
二 sn Ss 1 2 
n 
可 得 
A, na ,Nn = 1 ,2 
由 巴塞 伐 尔 等 式 , 有 
< 2 


D4 = De = hf, 


n=1 


即 级 数 > ma 收敛 
例 5.69 设 /(x) 在 [a,5] 上 可 积 且 平 方 可 积 , |p,(x)| 是 [a,6] 上 的 标准 正 


交 系 , 即 


1l, n=m, 


b 
[oo = | 
和 0, nm. 


记 
b 
o = [fr)p, (Eden = L230 


证 明 ; 级 数 > 局 收 合 , 且 < Ca)dx 
证 明 令 S$,(*) = > op,(), 则 
| LA) - 5, (x) Jidx 
= [ADd -2 fC)S, Cx) dr + {52() ds 
= [fd -2 和 > 
= (4%) 册 - 立 四 > 0 (这 里 利用 了 1g,(z) 17 的 正 交 性 )， 


即 
2 = f° CG) a 
这 表明 级 数 》 a 的 部 分 和 有 上 界 , 所 以 》 o 收敛 , 且 
2 0 < | f° Gx) dr 
例 5.70 设 f(x) 在 [0,7m] 上 连续 , 且 对 任意 的 n 二 1, 均 有 
| f(x) cosnrds = 0. 
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证 明 : f(x) 为 常 值 函数 (南大 ). 

证 明 ” 先 将 f(x) 侦 延 拓 到 [ ee deb 27 的 周期 延 拓 到 
(一 % ,+%) 上 , 则 f(x) 的 傅 里 时 系数 部 = 0,n = 1,2， 

由 已 知 条 件 , a,，= 0,n = 1,2,…. 所 以 we ) 的 傅 里 叶 展开 为 


















































由 傅 里 叶 级 数 的 收敛 定理 , Kx) = 子 ,* e [0,T). 再 由 f(x) 在 [0,r] 上 连续 


性 ,有 f(x) = 一 ,x e [0,7]. 
类 题 -7T,T] 上 连续 , f( - 7) = f(7), 且 
[ Ax) eosnxds =0,n=0,1,.; 
[fx) sinnads =0,n=1,2,. 
证 明 . f(x) 三 0,Vx e[-7,m]. 
提示 “用 巴塞 伐 尔 等 式 . 
由 已 知 条 件 , a, = 0(n =0,1,…),b, =0 =1,2,…. ). 由 于 f(x) 在 [ - 
TT] 上 连续 ,所 以 巴塞 伐 尔 等 式 成 立 . 
1 fr va 0 2 
a = + 2 (+m) =0, 
由 连续 函数 的 性 质 知 , f(x) 三 0, 即 f(x) 三 0,Vx eel-m,n]. 


第 六 讲 ”多 元 明 数 的 微分 学 


在 这 一 讲 中 ,我 们 将 涉及 多 元 函数 的 极限 与 连续 、 多 元 函数 的 偏 导数 和 全 微 
分 、 隐 函数 (组 ) 存 在 定理 及 隐 范 数 求 导 ,以 及 偏 导 数 的 应 用 一 一 在 几何 上 的 应 用 、 
泰勒 公式 和 极 值 (条 件 极 值 和 无 条 件 极 值 ) 等 重要 内 容 . 

一 、 多 元 函数 的 极限 与 连续 

1. 欧 氏 空间 的 基本 定理 

R 中 的 六 个 基本 定理 除了 “ 确 界 原理 ”"”“ 单 调 有 界定 理 ” 由 于 涉及 点 之 间 的 大 
小 关系 而 不 再 有 意义 外 ,其 余 的 定理 在 R"(n >1) 中 依然 成 立 . 它们 是 : 

(1) 闭 区 域 套 定理 一 一 常用 其 特殊 形式 闭 和 矩形 套 定理 ，; 

(2) 聚 点 定理 : R" 中 的 有 界 无 限 点 集 必 有 聚 点 ; 

(3) 柯 西 收敛 准则 :收敛 点 列 久 基本 列 ，; 

(4) 紧 性 定理 : R" 中 的 点 集 5 是 紧 集 eS $ 是 有 界 闭 集 . 

例 6.1 设 5S 是 R" 的 子 集 , 则 以 下 三 个 命题 等 价 .: 

(1) S 是 有 界 闭 集 ; 

(2) $ 是 紧 集 ; 

(3) 5 的 任 一 无 限 子 集 在 $ 中 必 有 聚 点 . 

证 明 ”由 紧 性 定理 可 知 ,(1) 必 (2). 

下 证 : (1) 命 (3). 

(1) 寺 (3). 设 5 是 有 界 闭 集 . 由 聚 点 定理 知 , 5 的 无 限 点 集 必 有 聚 点 ,因为 $ 
是 闭 的 ,所 以 这 个 聚 点 必 属 于 $ . 

(3) 寺 (1). 若 5 的 任 一 无 限 子 集 在 S 中 都 有 聚 点 , 则 显然 5 中 的 任 一 收敛 点 列 
{xi| 的 极限 必 属 于 $, 因 此 $ 含有 它 的 全 部 聚 点 , 即 $ 是 闭 集 . 

若 此 时 $ 不 是 有 界 的 ,那么 在 $ 中 存在 点 列 {x,| 满足 

|x | > 大， k=1,2,.. 

而 {x;| 是 无 限 集 , 且 在 R" 中 (因而 在 5 中) 没有 聚 点 ,矛盾 . 这 表明 5S 是 有 界 集 . 

例 6.2 设 S,s, 都 是 R" 中 的 有 界 闭 集 , Sn S = 多 ,证 明 : 存 在 两 个 开 集 
0O 和 0, ,使 得 SCO,, 且 0no, = 9O. 

证 明 先 证 :d = d(S,S,) > 0. 

用 反 证 法 .车 d = 4d($,,$) =0, 则 由 距离 的 定义 知 , 3x，e 5S, ,ye S, ,使 得 
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lim |x, -| = 0. (1) 
由 51,5, 的 有 界 性 ,利用 聚 点 定理 知 |x,| , |y,| 都 存在 收敛 子 列 , 仍 记 为 
zx ,| ,并 设 x, 一 x,y, 一 y(n 一 ). 由 S1,5, 的 闭 性 知 , x e 5S,,y es S, .在 式 
(1) 中 令 n 一 w% 可 得 x = y, 这 与 S, mn S，= 矛盾 . 
定义 
0, = {x < R" d(x,5,) < 加 = 1.2， 


则 0, 为 开 集 , 且 SC 0,, 并 有 0 由 0,=. 

例 6.3 设 SCR ,Po(%0,%) 为 S 的 内 点 ,Pi(xi,%) 为 5S 的 外 点 ,证 明 : 直线 
段 P,P 至 少 与 $ 的 边界 9S 有 一 个 交点 (华东 师 大 ). 

证 明 ”用 闭 区 域 套 定理 . 记 了 1 = P,P, (PP 表示 直线 段 PP ,下 同 ) ,将 /二 
等 分 ,分 点 为 已 . 如 果 P, 是 9S 上 的 点 , 则 问题 得 证 ,否则 取 工 ,使 得 的 两 个 端点 


一 个 是 5 的 内 点 ,而 另 一 个 是 $ 的 外 点 . 此 时 ,有 工 C1, 且 工 -1 
再 将 五 二 等 分 ,分 点 为 已 . 如 果 P, 是 9S 上 的 点 , 则 问题 得 证 ,否则 取 厂 ,使 得 
广 的 两 个 端点 一 个 是 $ 的 内 点 ,而 另 一 个 是 5 的 外 点 . 此 时 ,有 1 Ch, 且 1 = ; 
如 此 下 去 ,要 么 到 某 一 步 时 ,得 到 一 分 点 P, e 95, 则 问题 得 证 ;要 么 这 种 步 又 
可 无 限 地 进行 下 去 ,得 到 一 闭 直线 段 列 |7,| ,满足 上 CL,1, = 1 = 


由 闭 区 域 套 定理 ,存在 P" 属于 所 有 的 直线 段 工 . 

下 证 :P" e695. 事实 上 ,对 Ve >0, 以 P' 为 中 心 ,e 为 半径 作 小 加 B,(P* ). 由 
于 忆 " 属 于 所 有 1 ,而 且 了 一 0(z 一 oo ), 所 以 当 n 适当 大 时 ,1,eB,(P*). 由 /的 
造 法 可 知 , 在 B,(P” ) 既 含有 5 的 内 点 ,又 含有 5 的 外 点 , 故 忆 ”se 969. 

2. 多 元 函数 的 极限 与 连续 

多 元 函数 的 极限 ( 重 极限 ) 的 定义 从 形式 上 看 和 一 元 函数 的 极限 的 定义 完全 
一 样 . 但 由 于 空间 结构 发 生 了 变化 ,因此 x 一 x 的 方式 比 一 元 函数 的 情形 要 复杂 得 
多 ! 从 这 个 意义 上 讲 , 重 极限 的 计算 是 非常 困难 的 . 

计算 重 极限 常用 的 方法 :中 用 两 边 夹 定理 ;@ 利 用 变量 替换 化 成 一 元 函数 的 形 
式 , 然 后 用 一 元 函数 的 结果 . 

累 次 极限 是 每 次 只 考虑 一 个 变量 变化 (其 余 变 量 暂 时 看 做 常数 ) 的 一 元 函数 
极限 . 例如 ， lim f(x,y) = A, 先 固定 y 关 yo, 让 x 一 xo , 若 极 限 
































lf wy) Sy) 
存在 ,再 令 y 一 yo, 就 有 lim lim f(x,y) = limg(y) = 4. 由 此 可 见 , 累 次 极限 存在 的 


第 六 讲 ”多 元 函数 的 溅 分 学 “225 





基础 与 重 极限 存在 的 基础 是 不 同 的 ( 重 极限 只 涉及 定点 P, 邻 域内 的 所 有 点 ). 
此 ,两 者 的 存在 性 之 间 一 般 来 说 ,是 没有 关系 的 . 例如 ， 
1) 二 重 极限 存在 ,但 两 个 累 次 极限 均 不 存在 . 考察 
ee 人 sin eos X 天 0 且 y 和 0， 
0， x=0 或 y =0， 
(x,y) 一 (0,0). 
2) 二 重 极限 存在 ,两 个 累 次 极限 中 有 一 个 不 存在 . 考察 





.1 

PN 他 x*0Hy0, 
0， x=0 或 y =0， 

(xy) 一 (0,0). 
3 ) 两 个 累 次 极限 都 存在 并 相等 ,但 二 重 极限 不 存在 . 考察 
fx,y) = 5a, (x,y) # (0,0), 

x +y 
(xy) 一 (0,0). 


但 是 , 当 二 重 极限 存在 时 ,我 们 有 下 面 的 命题 . 
命题 6. 1 当 二 重 极限 lim A(X,Y) = 4 存在 时 ， 


%,y) 一 (x0，70 

(01) 车 y 并 yo ,limf(x,y) 存在 , 则 lim limf(%,y) = 4; 

(2) 若 x 产 xx。， lira f(s9) 存在 , 则 li lim f(%,y) = 4. 

证 明 重 极限 不 存在 常用 的 方法 :GD 找 两 条 特殊 的 路 径 ,说 明 沿 着 这 两 条 路 径 的 
极限 不 相等 ( 若 在 函数 式 中 出 现 了 “ wx? + 内 ”, 可 考虑 用 极 坐标 变换 并 说 明 极限 与 
极 角 0 有 关 ) ;@ 证 明 两 个 累 次 极限 存在 但 不 相等 (这 实际 上 用 的 是 “命题 6. 1”). 

多 元 函数 连续 的 定义 与 一 元 函数 连续 的 定义 在 形式 上 是 一 致 的 ,因此 它 具 有 
一 元 连续 函数 方面 的 许多 性 质 . 如 ,局 部 保 号 性 局 部 有 界 性 .四则 运算 法 则 以 及 复 
合 函 数 的 连续 性 等 ,它们 之 间 的 差异 是 由 极限 的 差异 引起 的 . 对 二 元 连续 函数 
f(x,y) ,如 果 固 定 一 个 变 元 , 它 显 然 是 另 一 个 变 元 的 一 元 连续 函数 . 但 是 反 过 来 ， 
如 果 Kx,y) 关于 每 一 个 变 元 x 和 yy (作为 一 元 函数 ) 分 别 都 是 连续 的 , 却 不 能 保证 
它 是 二 元 连续 函数 . 不 过 ,如 果 对 f(x,y) 附加 上 一 定 的 条 件 ,仍然 可 以 保证 它 是 二 

命题 6.2 设 f(x,y) 在 DC R 上 分 别 关 于 x 和 y 连续 . 则 当下 列 条 件 之 一 满 
足 时 ,f(x,y) 是 D 上 的 二 元 连续 函数 . 

(1) f(x,y) 在 D 上 关于 y 满足 李 普 希 次 条 件 , 即 V (x,y,) e D,(x,y,) e DD， 
都 有 
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[flx,y) -fx,y) | Ly -y,1,L > 0; 
(2) f(x,y) 在 D 上 关于 y 单调 ; 
(3) f(x,y) 在 D 上 对 x 的 连续 关于 y 是 一 致 的 , 即 Vx6。e D,Ve >0,36 = 
6(s,xo) > 0( 与 y 无 关 ) , 当 |x -xl<6 时 ,对 VYy,(x,y),(xo,y) e D , 恒 有 
[flx,y) -flx0,y) | < 2， 
A mn [a,b] 上 一 元 连续 孔 数 的 性 质 
有 界 性 .最 值 性 一 致 连续 性 等 . 若 K 是 连通 紧 集 , 它 eg 
例 6.4 用 定义 证 明 ， lim 区 -1 =3. 
,一 (3,+m) y+1 


证 明 先 写 出 lim re = 4 的 精确 数学 定义 . 





Ve >0,36 >0, 当 0 < |x-x|<6 和 y > 计时 ,有 
f(x,y) -4|< 2 
具体 到 本 题 ,由 于 


xy—1 
y+1 


2 


y+1 








4 

< |x-3|+— (y >0), 
了 

所 以 Ye>0, 取 5= 寺 >0, 当 0 < x-3|<6 和 y > 计时 ,有 

xy—1 

y+1 








二 人 | 过 li -31+ 作 <8+48 =58= 2， 





即 
im xy—1 
(x —(3,+m) y+ 1 
例 6.5 研究 下 列 极限 的 存在 性 . 若 存 在 , 求 出 它 的 极限 . 
(1) ee Ca + 人) 





= 3. 


(2) lim wx’ 

(WP) (0+,0+) 
3 人 
4 ) es +oo ) x2 +y 





4) 11i EO 
(4) 0 征 人 


解 (1) 该 极限 存在 . 这 个 极限 有 很 多 种 求法 ,下 面 给 出 三 种 : 
方法 1 由 于 (x,y) 一 (0,0) , 故 不 妨 设 0 < x +y < 1 ,注意 到 
0xy 三 x +y ,有 
(2 十 和) 之 (2 + 7) < (x + yy )", 
由 两 边 夹 定理 知 , 原 极限 =1. 





方法 2 由 于 





CE 二 区 于 二 帮 ] 尖 全] 到 
当 (x,y) =(0,0) 时 , (x +y)* T= 1 有 HO 2 去 ?一 0, 所 以 原 极 限 = 1. 


方法 3 令 Z = (x + 六 )””, 取 对 数 得 
InZ = wy n(x +y). 





1 
而 0 xyln(x +y)|s 4 +) nC +y)| ， 
由 ， lim NC +y )In(x +y) =0 可 知 ， lim wn Z = 0 ,从 而 原 极限 =1. 
xy) 一 (0， 
(2) 由 limx” =0 知 ， lim limx” =0. 又 由 limx” =1 知 ， lim limx7 = 1. 两 个 
#0+ i y0+ x—0+ y—0+ 


累 次 极限 存在 但 不 相等 , 故 原 极限 不 存在 . 
(3) 当 x > 0,y > 0 时 ,由 于 


由 两 边 夹 定 理 知 , 原 极限 =0. 
(4) 由 平均 值 不 等 式 ,有 

















3 于 > 
即 
Ixyl” 好 
x 3 
于 是 ,有 
3 3 3 3 
有 %Y 三 [xy |? Te 于 
0 x + + |xy| 3 |*y| 
由 两 边 夹 定理 知 , 原 极限 =0. 
例 6.6 设 f(x,y) = 一 = Vx + yk >1, 


人 (Gn) 3 | wp = |(x,y)|x > 0,y > 01. 
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试 分 别 讨论 ; = 1,2 时 ,极限 lim f(x,y) 是 否 存在 ? 为 什么 ? 


(%,7) eD; 


解 在 D1 上 ,由 r= Vr + 三 Vl+h|x| 可知, 当 r 一 +% 时 ,xx 一 oo .又 
由 y > x* 知 ,此 时 还 有 y 一 w . 故 





lim f(x,y) =0. 


(x,y) ED 


在 D, 上 ，lim A(x,y) 不 存在 . 事实 上 ， 


车 取 x, =a7 = 二, 则 z= jw 二 过 +oo (nm 一 oo ) ,而 f(x,,y,) =1 , 故 
n 


n 


lim flx,,y,) = 1; 


(xnJn) D2 


若 取 xz = =m , 则 族 = VE 一 + wn 一 %) ,而 x,y) = 总 , 故 
n 


Ji ai) = lim 方 = 0. 由 此 可 见 ,所 论 极限 不 存在 


(zn) Ds 


类 题 设 f(x,y) = 一 一. 讨论 : 
X 十 和 


(1) 当 (x,y) 一 (0,0) 时 7 在 其 定义 域 上 是 否 有 极限 ? 

(2) 当 (x,y) 一 (0,0) 时 f 在 集合 D = 1(x,y) |xy 宇 0,(x,y) 壮 (0,0)| 上 是 
否 有 极限 ? 

提示 。 (1) 没有 极限 . 取 y = x,y = -x +w 两 条 路 径 . 























(2) 极 限 为 0. 
例 6.7 讨论 下 列 函 数 的 连续 性 . 
Sy 0 0，x 为 无 理 数 
(DAxy)=4 yy 7 (QF 全 
0, a a x 为 有 理 数 . 
解 (1) 当 y 关 0 时 ,f(x,y) 显然 连续 . 
当 y =0 时 ,由 < |x| 知 ,f(x,y) 在 点 (0,0) 连续 .YA < 及 , 且 xo 六 








0 由 lim f(x,y) 二 Xo f(xo ,0) 和 ,f(x,y) 在 点 (xo,0)(xo 天 0) 不 连续 . 


(xz,y) 一 (20,0) 

(2) V (xo ,yo0) eR , 则 

当 ww 为 有 理 数 时 , f(x。,y6) = yo ,那么 

|y -yol; 当 x 为 有 理 数 时 ， 


[f(x,y) -所 xzo,yo) | = J 当 % 为 无 理 数 时 . 
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当 % 为 无 理 数 时 , Kxo,yo) = 0 ,那么 
， 当 x 为 有 理 数 时 ， 
Na -ms |= { 。 ， 当 。 入 天 基教 
由 此 可 见 , 欲 使 an f(x,y) = f(xo,yo) , 当 且 仅 当 y。= 0 , 故 f(x,y) 仅 在 
D =|1(x,0) |x e RI 上 连续 . 
例 6.8 设 /(x,y) 是 区 域 D: |x|<1,|y| 1 上 的 有 界 有 次 齐 次 子 数 (三 
1). 证 明 : lim|/(%,y) - (x - 1)e| 存在 ,并 求 其 值 (南京 大 学 )， 


7 一 0 


证 明 由) = x 人 (1 于] = 光 ( 二 1 及 大 设 向 


3 yl le 时 ,| 于 sm 
当 |z|s jy 时 ,| 全 ,|< 


其 中 ,M = sup, |/(%,y) |. 于 是 , Ye >0 , 取 5= Ye >0, 当 |x|< Ys,|y|< Ys, 
ly sl 


且 (x,y) 关 (0,0) 时 ,有 


[f(x,y) | < Me, 
即 

lim f(x,y) = 0 
故 | 


lim{f(x,y) - (x -De =1. 


7 一 0 


例 6.9 设 f(x,y,z) 在 a sy,y,z 三 5 上 连续 . 令 


a<y<x a<z 


则 g(x) 在 [a,b5] 上 连续 (辽宁 师 大 ). 
证 明 分 成 两 步 来 证 . 
(1) 记 
V(x,y) = min f(x,y,2) ,ax,y Lb. 
因为 f(x,y,z) 在 有 界 闭 区 域 上 连续 ,所 以 一 致 连续 .于 是 Ve > 0, 36 > 0 ， 
当 Ix-xo|<6,|y-%|<6,Vzela,b] 时 ,有 
f(xosy0,2) - < fx,y,2) < fxo,y0,2) + 
对 z 在 [a,b] 上 取 最 小 值得 
Vx0,y0) -2E < YOR,Y) < Yro,y) +e. 
由 此 知 , ywy(x,y) 在 [a,b] x [a,b] 上 连续 . 
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(2) 令 y =a+k(x -oa) ,其 中 0 大 上 大 1 , 则 
P(x) = maxy(x,y) = maxy lr,a + k(x 一 a)). 
由 沙 在 la <x<b,a<sy<x| 上 连续 知 , yy(x,a+k(x-a)) 在 la<x<6,0 
上 入 1 上 上 连续 ,用 与 (1) 中 相同 的 方法 可 证 明 p(x) 在 [a,b] 上 连续 . 
类 题 设 f 在 [a,5] x [a,b] 上 连续 ,定义 
0 
证 明 : p(x) 在 [a,b] 上 连续. 
提示 由 max /(E,y) = max AE,4 + hk(# -a)) ,利用 例 6.9 的 方法 可 以 证 
明 p(x) 在 [a,b] 上 连续 
例 6.10 证 明 命题 6.2(2). 
证 明 V(xo,yo) e DD. 由 f(x,y) 关于 y 的 连续 性 知 , Ve > 0, 了 5 >0, 当 
ly -yo| 夸 6, 时 ,有 
[f(x0,y) -f(x0,y0) | < 
特别 地 ,有 
[flxo,yo + 61) -flxo,yo) | < &, 
[flxo,y0 -61) -fxo0,y0) | < 2 
又 由 f(x,y) 关于 x 的 连续 性 知 ， 了 956，> 0, 当 |x -x,|< 6, 时 ,有 
[flx,yo +6) -flxo,yo +61)|<€, 
[flx,yo -6) -flxo,y -0)|< 2 
于 是 有 
[f(x,yo +61) -f(xo,yo) | 
< |fl(x,yo £61) -flxo,yo £61) |+ |flxo,yo £61) -fxo,y0) | < 28. 
从 而 , 取 6 = min{6,,6,}>0, 当 |x-x|<6,|y 一 y,| 夸 6 时 ,利用 f(x,y) 关于 y 
的 单调 性 ,可 得 
(f(x,y) — f(xo,yo) | 
< max| |f(x,yo +6) -Raoyo)l flx,yo -6) -fx0,y0) |)! < 2e. 
这 就 证 明了 f(x,y) 在 (xo ,yo) 点 连续 ,由 (xo ,yo) 的 任意 性 知 , f(x,y) 在 D 上 连 
注 6.1 该 题 的 结论 ,可 推广 到 R": 设 /在 R"( 或 DC R" ) 上 关于 每 一 个 变 元 
都 连续 , 且 固 定 一 个 变 元 关于 其 余 的 n - 1 个 变 元 都 单调 , 则 /在 了 R"( 或 DCR") 
上 连续 . 
例 6.11 设 f(x,y,z) 在 [a,+%)x[b,+%)x[c,+%) 上 连续 且 无 下 界 ， 
对 任意 的 se R,f(x,y,z) =s 的 解 集 为 有 界 集 . 证 明 : 
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m2) = 一 w( 华 东 师 大 ). 

证 明 因为 /连续 且 无 下 办， 所 以 VneN, ,相应 地 存在 点 列 P, = (xy ,2z,) 
eQA[a,+%w)x[b,+%)x[c,+%), 使 得 f(P,) < -nn. 

事实 上 ,|P,| 是 无 界 点 列 . 寿 不 然 ,由 致密 性 定理 , 它 存 在 收敛 子 例 , 仍 记 为 
1P, | , 设 P, 一 Pe Q2(n 一 % ). 由 此 可 知 ,f(P,) = -%. 这 与 的 连续 性 相 矛 盾 . 

由 上 可 以 断定 , 当 (x,y,z) 一 (+% ,+%m,+%) 时 ,f(x,y,z) 或 者 无 极限 ,或 者 
趋向 于 - oo . 

下 面 证 明 f(x,y,z) 无 极限 不 会 发 生 . 车 不 然 , 则 存在 点 列 (x,y,,z,) 一 
(+o ,+o ,+%), 使 得 limf(xi ,yi ,zi) =A 关 -%. 由 f 的 连续 性 , Ve >0, 3N 


>0, 当 n>N 时 ,有 


A-e<f(x,,y, ,2,) <4+2. (1) 
注意 到 及 = | (x,y,z) f(x,y,z) =A| 是 有 界 集 , 存 在 适当 大 的 r+ >0, 使 得 
KCO= | (x,y,z) Ix +y +2 sr) NA. (2) 


记 Q” =|(x,y,z) 1x + 和 + 过 41n2, 由 式 (1) 式 (2) 可 知 , 当 n 充分 大 
时 , (x ,yz) EQ” ,这 与 (x ,94 sz) 一 (+% ,+% ,+%m) 相 矛盾 . 因此 , 必 有 
(x dt yy a 
成 立 . 
例 6.12 设 DCR ,证 明 : 二 元 函数 /在 D 上 一 臻 连续 的 充 要 条 件 是 :对 DD 的 
一 对 点 列 |P,| ,10,| ,只 要 lim diam(P,,Q,) = 0 ,就 有 
lim f(P,) -f(0,))=0. 
证 明 ( 寺 ) 由 f 在 D 上 的 一 臻 连续 性 知 , Ve > 0, 36 >0,VP,0Q ED ,只 要 
diam(P,0) <6 ,就 有 
[fA(P) -所 oO) < a2. 
对 上 述 5 > 0, 由 lim diam(P, ,0,) =0,3N>0, 当 ”>N 时 ,有 diam(P， 
0,) <5 ,从 而 有 
IKP,) -大 0 ) < 2， 
即 
limGP,) -f(0,))=0. 
(和 拓 ) 用 反 证 法 . 假设 f 在 D 上 不 一 臻 连续 , 即 je。>0,V6 >0,4jP',0'’eD, 
尽管 diam(P',Q0'’) < 6, 但 |f(P') -f(0') | ec 
取 5，= 二 > 0 ,相应 地 存在 一 对 点 列 P',,0'，e D,n = 1,2,…, 满足 


diam(P',,0,) < 二 ,但 [KP',) -AQ') |> eo 
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这 样 就 得 到 一 对 点 列 1P',|，1Q 和 ,| ,满足 lim diam(P',,0',)= 0, 但 
lim Cf(P',) -A(Q',)) 关 0. 这 与 已 知 条 件 矛 盾 . 

注 6.2 这 个 例题 的 结论 ,常用 来 判断 多 元 函数 在 某 个 点 集 D 上 的 不 一 致 连 
续 性 . 




















例如 ,证 明 ; x,y) = 了 起 在 D = [0,1) x [0,1) 上 不 一 致 连续 
事实 上 , 取 一 对 点 列 P, (一 ],0, (一, 一 1) ,显然 P,,0, e D , 且 
nt+ln+t+l n n 


和 于 RO 
又 如 ,证 明 : f(x,y) = sin xy 在 及 上 不 一 致 连续 . 
取 P,( ir, Vr) fr 芝 Fur 开 ] 易 知 ,diam(P,,0,) O(n ) ， 


但 fP,) -f(Q,) =-1 关 0( 一 oo ). 

例 6.13 设 /:R’ 一 R’ 是 连续 映射 , 若 对 R: 中 的 任何 有 界 闭 集 天 , 广 :(K) 均 
有 界 . 证 明 :AR:) 是 闭 集 ( 兰 大 ). 

证 明 任 取 点 列 |10, Cf(R ) ,并 设 0, 一 Qo(n 一 % ), 欲 证 A(R ) 是 闭 集 ,只 
需 证 明 0, ef( RR) 即 可 . 

事实 上 ,由 /是 R? 到 R? 的 映射 知 ,对 每 一 个 0, ,相应 地 存在 P, e R? ,使 得 
f(P,) =0,. 记 B(06;1) =10sFR2) 110-0,1<1|) CR ,显然 它 是 有 界 闭 集 . 

由 0, 一 00,(n 一 % ) 可 知 , 3N>0, 当 n>N 时 ,0, eB(0,;1) CR ,相应 地 已 e 
/7(B(QO6;1))(n>N). 由 已 知 条 件 , f7'(B(0。;1)) 是 有 界 集 ,所 以 {P,1 ,wy 是 有 界 
点 列 . 由 致密 性 定理 ,| P, ,存在 收敛 子 列 | P| ,wy 满足 P, 一 Po eR’ (1 一 oo ). 

再 由 f(P,) = @, 及 j 的 连续 性 , 令 一 % ,可 得 :f(P。) = 0. 注意 到 PeR， 
故 Oo ef(R ). 

例 6.14 设 f(x) 在 R" 上 连续 ,满足 : 

(1) 当 x 关 0 时 ,f(x) > 0; 

(2) 对 任意 的 x 和 正常 数 c ,ff(cx) = cf(x)， 
求证 :存在 a > 0,b5 > 0 ,使 得 alx|<f(x) 0b|x|. 

证 明 根据 的 性 质 ,要 证 的 结论 可 改写 成 

</( EI)s b, Vx e Re\10|. 
x | 


考虑 R" 中 的 单位 球面 $ = {x||x|= 1} , 它 是 有 界 闭 集 . 由 于 f(x) 在 $ 上 连 
续 , 所 以 它 在 $ 上 必 取 到 最 大 值 和 最 小 值 , 即 存在 z es S 和 x, eS ,使 f(x,) 和 
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flx,) 分 别 为 Kxz) 在 S 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 注意 到 f(x) > 0(x 关 0) ,所 以 
b=f(x) >0,a = f(x,) >0. 


于 是 , Vx e R"\10| , 记 T 5 ,从 而 有 


0 


alx|</(x) <b|x|,Vx eR.. 


二 、 多 元 函数 的 偏 导 数 与 全 微分 


1. 偏 导 数 的 计算 
在 对 一 个 变 元 求 偏 导 数 时 ,将 其 余 的 变 元 看 做 常数 , 即 
0 
Po - aa 
求 分 段 函 数 在 分 段 点 处 的 偏 导数 ,要 用 定义 . 
需要 注意 的 是 ,函数 在 一 点 的 偏 导数 反映 的 是 函数 在 该 点 沿 某 个 坐标 轴 的 变 
化 ,而 不 是 反映 在 该 点 的 全 面 变化 (全 微分 才 是 反映 函数 在 该 点 的 全 面 变化 ). 
2. 方向 导数 
设 P,(wo,%) 是 DC R 中 的 一 定点 ,1 = (cos asin a) 为 一 个 方向 . 如 果 极 限 
jim fo + peos a,yo +psin a) -f(xo ,yo) 
p70+ p 


存在 , 则 称 该 极限 为 f 在 点 P, 沿 方向 1 的 方向 导数 , 记 为 区 A 


由 于 x 轴 和 y 轴 的 正 向 分 别 为 e: = (1,0) 和 e, = i ,所 以 /在 点 Pu 关于 
x( 或 y) 可 偏 导 的 充 要 条 件 是 f 沿 e, 和 -ei( 或 者 e 和 -=-e; ) 的 方向 导数 存在 且 为 
相反 数 . 


病 如 ,级 Ou = 放 。 
0， 





% + 乏 0, 在 原点 的 方向 导数 ,并 判断 / 


x +y =0 


在 原点 (0,0) 的 偏 导数 是 否 存在 . 
V1 = (cos a,sin ga) ,由 定义 
f(0 +pcos a,0 +psin a) -£(0,0) 
p 
当 cos*a = sima 时 ,上 式 为 零 ,因此 j 沿 这 样 的 方向 的 方向 导数 为 零 . 
当 cos'"a 关 sina 时 ,而 p 一 0” ,上 式 的 极限 为 |cosza - sin2a | , 即 f 沿 1 方向 
的 方向 导数 为 |cosza - sin?a|3. 同样 可 计算 出 , f 沿 -1 方向 的 方向 导数 也 为 





A |p| 2 Es 
= |cos’Q — sina |7. 


234 考研 数学 分 析 总 复习 精 选 名 校 真 题 








|cos’a - sin2a 加 . 

特别 地 ,7 沿 方向 e 和 -ej(i = 1,2) 的 方向 导数 均 为 1, 因 此 了 在 原点 (0,0) 
的 偏 导数 不 存在 . 

3. 全 微分 

设 Pu(xo,yo) e DCR ,给 自 变 量 x 和 y 增 量 Ax,Ay ,相应 地 可 得 到 函数 值 的 
增 量 Az, 当 p 一 0 时 , 若 Az 可 表示 为 如 下 形式 : 

Az = AAx + BAy + o(p) (p = VAx’ + Ay ), 

其 中 , 4,B 是 与 Ax,Ay 无 关 而 与 x,y。 有关 的 常数 , 则 称 了 在 点 P, 可 微 ,并 把 其 线性 主 
部 4Ax + BAy 称 为 1 在 点 P, 的 全 微分 , 记 为 dz|， 或 df(w。 ,yo) .习惯 上 写成 : dz |，。，= 
4 | pdx +B [dy 

从 定义 可 以 看 出 ,如 果 函 数 ,在 点 BP, 可 微 , 则 在 P, 附近 有 

flxo + Ax,yo + Ay) = f(x0,y0) +4Ax + BAY. 

因此 可 微 的 意义 在 于 在 点 P, 附近 了 可 用 一 个 Ax 和 Ay 的 线性 函数 来 逼近 . 

全 微分 的 性 质 : 

() 知 /在 点 (xo,%o) 可 微 , 则 4 = (wo,yo),B = f(xo,yo). 这 样 ,全 微分 公 
式 可 以 写成 : df| ;= A(xo,yo)dx + 有 (xo ,yo)dy: 奋 不 特 指 某 一 点 , 则 可 写成 . 

df = f(x,y) dx +f,(x,y)dy; 

(2) 若 /在 点 (xo,yo) 可 微 , 则 了 在 点 (wo ,yo) 连续 ; 

(3) 若 f 在 点 (xo ,yo) 可 微 , 则 对 YI = (cos a,sin a) ,f 在 点 (xo ,yo) 沿 1 的 方 
向 导数 存在 , 且 








0 s 
(100) = f(x0r90) eos a +f, (x00) sin er 


男 外 ,多 元 孔 数 的 微分 也 具有 一 阶 形式 的 不 变性 ,利用 这 个 性 质 可 求 孔 数 的 偏 

证 明 浮 数 在 点 (x ,yo) 不 可 微 常用 的 方法 :1) 证 明了 在 点 (0,yo) 至 少 有 一 
个 偏 导数 不 存在 ; 2) 证 明了 在 点 (xo ,yo) 不 连续 ; 3) 从 定义 出 发 ， 证 明 

Af -f(xo,yo0) Ax -六 (xzo,yo)Ay #¥ olp) (p—0). 

多 元 孔 数 的 连续 性 可 偏 导 性 以 及 可 微 性 之 间 的 关系 如 图 6-1 所 示 . 
由 此 可 见 , 仅 由 偏 导 数 存在 是 推 不 出 连续 的 ,这 一 点 与 一 元 函数 有 着 本 质 的 区 别 . 
由 连续 性 也 推 不 出 偏 导 数 存在 ,考虑 函数 Jx,y) = Vx +y 在 点 (0,0). 

方向 导数 与 连续 性 之 间 也 不 存在 缠 含 关系 . 例如 

_ jl1, 0<y<w, 
ee 全 其 他 . 

在 点 (0,0) 沿 任何 方向 的 方向 导数 都 存在 有 旦 为 0, 但 该 函数 在 点 (0,0) 无 极限 , 当 
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偏 导数 人 , 轧 连 续 


ee 
偏 导数 大 ,大 存在 


图 6-1 多 元 函数 的 连续 性 \ 可 偏 导 性 以 及 可 微 性 之 间 的 关系 
然 也 不 连续 . 又 如 ， 










J i ,Cl 
ee -| 0 
0， Ca 
在 原点 连续 ,但 它 沿 任何 方向 的 方向 导数 都 不 存在 . 


4. 梯度 

设 P (wo,%) e D CR, 若 f(x,y) 在 点 P, 可 偏 导 , 则 称 向 量 (f(xo ,yo)，, f(xo， 
%)) 为 f 在 点 P, 的 梯度 , 记 为 grad f(P,) 或 Vf(P,). 

若 f 在 点 局 可 微 , 则 方向 导数 有 男 一 种 表达 式 : 


Ff vl 尖 
Vi:I= | vfleos0 (= 1), 


其 中 , 9 是 梯度 与 1 的 夹 角 . 
由 此 可 见 , 当 cos 9 = 1 , 即 沿 着 梯度 方向 ,方向 导数 达到 最 大 值 | 州 . 也 就 

是 说 , 沿 着 梯度 方向 函数 值 增加 得 最 快 ; 当 cos 9 = - 1 , 即 沿 着 梯度 的 反方 向 , 方 

向 导数 达到 最 小 值 - | v 川 . 也 就 是 说 , 沿 着 梯度 的 反方 向 函数 值 减 少 得 最 快 
例如 , 设 f(x,y) = 所 + 和 ,0 > 5 > 0. 在 上 半 平 面 y > 0 上 指出 函数 值 增加 


最 快 的 方向 ， 
由 于 在 梯度 不 为 零 时 ,梯度 方向 就 是 函数 值 增加 最 快 的 方向 , 所 以 对 


(«9) 关 (0.0) ,方向 W = 【从 , 字 ) 就 是 函数 值 增加 最 快 的 方向 














pb 
而 在 原点 处 ,梯度 为 零 向 量 ,这 需要 用 其 他 方法 . 
由 于 
Fe) 00) 二 人 
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因此 ,在 以 原点 为 中 心 的 任意 小 圆周 上 , 当 * = 0 时 ,函数 值 增 加 最 快 . 也 就 是 说 ， 
治 y 轴 方 向 函数 值 增加 最 快 . 

5. 复合 函数 求 偏 导 的 链 式 法 则 

对 链 式 公 式 ,不必 去 死记 硬 背 . 对 具体 题目 只 要 搞 清楚 它 的 复合 层次 ,相应 地 
链 式 公式 就 不 难 写 出 来 . 但 需要 注意 链 式 公式 成 立 的 条 件 , 即 外 层 函 数 可 微 ( 这 一 
点 一 般 是 成 立 的 ,对 分 段 函数 要 注意 检验 就 可 以 了 ). 

例 6.15 设 函 数 











(x +y)” sin 1 当 达 + 欠 和 0 时 ， 
f(x,y) = x 二 
0 ， 当 x* +y =0 时 ， 


其 中 , p E N.,. 问 : 

(1) 对 于 p 的 哪些 值 , f(x,y) 在 原点 连续 ? 

(2) 对 于 p 的 哪些 值 ,f.(0,0) 与 (0,0) 都 存在 ? 

(3) 对 于 p 的 哪些 值 , f(x,y) 在 原点 有 一 阶 连续 偏 导数 ?并 给 出 证 明 . 
(中 山大 学 ). 

解 (1) 由 0 < |f(x,y)| |x+y (x|+ |y| 六 可 知 , 当 p e N, 且 p> 
1 时 ,有 lim A(*,y) = 0 = 了 0,0) ,即刻 x,y) 在 原点 连续 

f(0 + Ax,0) -70,0) 


NX 





(2) 人 (0,0) = lim 


写 lim( Ax)”™ sin 
欲 使 上 式 极限 存在 ,必须 有 P 二 2. 此 时 ,人 (0,0) = 0. 
同 理 可 知 , 当 p 三 2 时 ,f,(0,0) = 0. 
(3) 由 (2) 知 , 当 p 三 2 时 ,有 
1 


加 


_ 
|Ax 


p(x +y) sin 





XxX 十 和 
f(x%,y) = x(x +y)” 1 ee 1 Ee 
Cx’ 上 人) Vx + 
x +y = 0. 
而 
十 Pp 
< |f (x,y) |p|x +y|" os 
(x +y )? 
Cael ale 
<p(|x|+ |y|)” + A 


(x + )7 





三 3 (对 此 





显然 ,上 式 右 端 第 一 项 的 极限 为 0 ,而 欲 使 第 二 项 的 极限 为 0, 必须 让 


可 作 极 坐标 变换 ). 于 是 当 p 三 3 且 p se N, 时 ,A(x,y) 在 原点 连续 . 同 理 可 证 , 当 
p=3HpeN, 时 , f(x,y) 在 原点 也 连续 . 

例 6.16 设 二 元 函数 
a Vix|+x +y +6) 0 x +y 闫 0,， 


f(x,y) = 
0 ， x +y =0 


在 点 (0,0) 可 微 , 求 常数 a,b 的 值 
解 ” 先 用 定义 求 f(x,y) 在 点 (0,0) 的 偏 导 数 . 
£.(0, 0) = lim nA 0) -A 0) _ 

















同 理 可 得 : f.(0,0) = 0. 
由 f(x,y) 在 点 (0,0) 可 微 知 ,f(x,y) 在 点 (0,0) 连 续 , 而 且 


jag 0 


P 一 0 





即 
[Ca VT + + + 入 Se |= 0， (1) 
Nf ,fry) -AO0) fA0,0)# -£00.0)y 
GD) pp no p 


让 请 AAA | x? + +b Sinxy a 0. (2) 
7 一 (0,0) 2 


lim 
(xy) 一 (0,0) 








p + 


由 式 (1) 可 知 
0 = 


(x ~ 


[Calyl+y ty +0) ey = 34， 


即 6 = 0. 


由 式 (2) 和 4 =0, 有 
aly|l+y +y 3 ] 


= i 
a 0) -0 | 人 2 入 


fey 1 
= 也 5 


IyIvr+1 2) 2 


故 w =0. 
例 6.17 设 二 元 函数 J(x,y) 的 两 个 混合 偏 导数 f(x,y) ,f(x,y) 在 (0,0) 点 
附近 存在 , 且 /(*,y) 在 (0,0) 点 连续 .证明 :f,(0,0) =/.(0,0) (浙大 ). 
证 明 记 1=f(0+Ax,0+Ay) -f(0,0+Ay) -/(0 +Ax,0) +/(0,0), 








= lim 


7™0 
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p(x) =f(x,0 + Ay) -Ax,0) ,和 07) =f(0 + Ax,y) -1(0,y), 
则 T=pg(0+Ax) -p(0) 和 7T= 中 (0+Ar) -中 (0). 


一 方面 ， 
7 =P' (0O+OAx)Ax 
=[f.(0+0Ax,0 +Ay) -A(O+0Ax;,0)]Ax 
=f,(0 +0Ax,0 +0,Ay)AxAy (0<0,,0,<1); 
男 一 方面 ， 
1 = 由 (0+0Ay)Ay 
=[f,(0,Ax,0 +0Ay) -f.(0,0 +0,Ay) JAy (0<0,<1). 
由 上 面 两 式 , 有 
/,(0 + Ax,0 +0,Ay) -f,(0,0 +0,Ay) 





A =f,, (0 +0,Ax,0 +0,Ay). 


由 f(x,y) 在 (0,0) 点 的 连续 性 ,可 知 
WAY +0.Ax,0 +0,Ay) =f.,(0,0). 
于 是 ,有 
(0+Ax,0 +0Ay) -f (0,0 +0Ay) 
《GO Ax =f,, ( 0 ,0) . 
特别 地 , 当 ( Ax,Ay) 沿 着 直线 Ay =0 趋向 于 (0,0) 时 ,有 
(0+Ax,0) -£.(0,0 
lm - 四 WE =f.,.(0,0) =f.,(0,0). 


本 题 给 出 了 较 弱 条 件 下 ,两 个 混合 偏 导数 可 交换 的 结论 . 下 列 也 属于 这 类 问 











题 . 
例 6.18 设 上 六 在 (0,0) 点 附近 存在 , 且 在 (0,0) 点 可 微 , 证 明 : 
f,(0,0) = 广 (0,0). 
证 明 因为 /,f, 在 (0,0) 点 可 微 , 所 以 £,(0,0),f,(0,0),f,(0,0),f,(0,0) 
都 存在 . 
下 证 :两 个 混合 偏 导数 相等 . 由 于 
£00,0) = 人 + Ax,0) -万 (0.0) 











Ax 
f.(0+Ax,0) = ln 友 0 + Ax,0 + Ay) 一 八 0+Ax,;0) 
¥ ? X30 Ay ， 
_ 1 及 0,0+Ar) -f(0,0) 


因此 


FO i i aD a Ot 0 ) D0 yy UD) 


AxAy 
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a li AU/.(0 + 0,Ax,0 + AD = Cl 
其 中 0 <0 <1. 
注意 到 了 在 (0,0) 点 可 微 ,我 们 有 
f£(0+OAx,0 +Ay) =£(0,0) + 三 (0,0)0Ax +f,(0,0)Ay + QO Ax + a,Ay, 
(2) 
和 
f.(0 +0Ax,0) = f.(0,0) + f.(0,0)0,Ax + os0,Ax, (3) 
其 中 ,a 是 (Ax,Ay) 一 (0,0) 时 的 无 穷 小 量 ,a 是 Ax 一 0 时 的 无 穷 小 量 . 
将 式 (2) 式 (3) 两 式 代入 式 (1) 可 得 


/.(0,0) = lim lim RL/ (0,0) hy + oO0Ax + aoAy 一 Qs01Ax | 





Ax Ax 
= lim lim [/, (0,0) + oa10) 后 + oa — 030) | 

令 Ay =Ax 一 0 , 则 ao ,oa ,os 一 0, 故 有 (0,0) =f,(0,0). 

例 6.19 设 ulx,y) 的 所 有 二 阶 偏 导数 都 连续 ,并 且 人 - ， = 0. 已 知 
u(x,2x) = wu (x,2x) = 入. 试 求 : u(x ,2x) ,Uy (% ,2%) ,Uy (% ,2%) (南开 ). 

解 对 u(x,2x) =x 两 边关 于 * 求 导 

U(x,2x) +2u(x,2x) = 1. 

由 xx (x*,2x) = x 可 得 


u,(%,2%) 一 3(1 — x ). 


在 上 式 中 ,两 边关 于 x 求 导 可 得 





U(X,2%) 十 2u,, (% ,2%) = 一 XX. (1) 
对 w(x,2x) = x? 两 边关 于 x 求 导 可 得 
u,, (X,2x) + Qu (%,2%) = 2%. (2) 
利用 w= wu = ws, 联系 式 (1) 式 (2) 求 解 可 得 
U(X,2%) = LU,, (% ,2X ) = 一 $s thy (2%) = 3 


类 题 1 设 a,b 关 0,f 具 有 二 阶 连续 偏 导数 ,是 af + bf = 0,f(ax,bx) = 
ax,f.(ax,bx) = bx . 试 求 (ax ,bx) ,fo (ax ,bx) ,f(ax, bx). 

类 题 2 设 /(x,y) 在 R 上 有 连续 偏 导 数 , 且 f(x,x) =1. 

(1) 若 /.(x,x) =%, 求 f(x,x); 

(2) 奉 f(x,y) = x +2y, 求 f(x,y). 
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提示 (2) 对 f(x,y) = x + 2y 两 边关 于 y 积分 可 得 
ay) = y+Yy + or). 
由 f(x,x ) = 1 可 得 : 2x* + p(x) =1, 即 g(x) = 1 -2x.. 
故 f(x,y) = xy 十 入 +1 -2x’. 
下 面 的 例题 是 关于 齐 次 函数 的 . 
定义 ” 蔡 函 数 Ax,y) 满足 f(tx,ty) = YY(x,y) (t > 0) , 则 称 f 是 n 次 齐 次 
例 6.20 设 / 具 有 连续 偏 导 数 , 则 /是 半 次 齐 次 函数 的 充 要 条 件 是 : 


证 明 〈 僵 ) 对 等 式 Kix,tr) = 1Y(x,y) 两 边关 于 1 求 导 , 并 令 1 = 1 即 可 
(和 拓 ) 令 p( = (t > 0) . 若 能 证 明 pg'(1) =0 ,就 可 说 明 gpg(1) 与 t 


无 关 . 这 样 就 有 gp(1) = p(1) = f(x,y) ,从 而 充分 性 得 证 . 
而 





os af (tsty) + Yh (testy)] — nt f(r,ty) 
p(t) = 


_ (ix)f. (ix,ty) + (iy)f ix,ty) -nflix,ty) 
2 
=0 (由 充分 性 的 条 件 ). 
齐 次 函数 有 如 下 重要 的 性 质 . 
命题 6.3 若 f/(x,y) 是 n 次 齐 次 函数 , 则 
O oy 
(sr) ln Dn mt 
命题 6.4 若 Kx,y) 是 n 次 齐 次 函数 , 则 了 (x,y) ,f(x,y) 是 (n -1) 次 齐 次 
这 些 命题 的 证 明 是 简单 的 ,请 同学 们 予以 证 明 . 
例 6.21 证 明 : > = wg (并 )+ wy( 并 ) 满足 下面 的 方程 


x 





x 05z 202 2， Oz 
OOy 了 Oy” or 7 Oy 
其 中 , og,y 均 二 阶 连续 可 微 (南京 大 学 ). 
证 明 记 w = weg( 工 ),o =xW( 并 ), 则 uw 是 n 次 齐 次 函数 ,v 是 -次 齐 次 函 
VV x 


数 .于 是 有 





2 
X20 a 
3 ? 

Ox 





(x 二 = nu 
Ox Yo 
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和 
Ga = n(n -1)u, 


0 2 
+y—|jv=n(n+l1)v. 
(«2 yoy 4 ) 











从 而 
2 Oz 2 Oz Oz Oz 
xX 7 + 2XY 十 了 十 区 +y 
Ox OxXOy Oy Ox 0 
ee 
Ox Oy Ox Oy 
9 a ( 9 | 
= lx 一 +Y 一 +2) + 一 +y 一 十 
全 Ya Re ”ox yoy “00 


n(n-l)utn(n+l)v+nuv -nv 
nu +v) = nz. 


类 题 设 z = xz + g(w) yu = 汪 , 且 fl(u) 及 g(u) 二 阶 可 导 , 试 计算 式 子 


x 


Oz Oz Oz 
A 一 Sh 十 2 本 








(清华 ). 
例 6.22 设 昌 面 z = f(x,y) 二 次 可 微 , 且 修 > m > 0. 证 明 : 对 任 给 的 常数 <， 


f(x,y) = cc 为 一 条 直线 的 充 要 条 件 是 : 


J 入 村 he 有 
(2) 5 2. .TY) 9) = 
Oy/ Ox Ox Oy Oxoy Ox/ Oy 





(华中 工学 院 ). 
证 明 Vc,f(x,y) = cc 为 一 条 直线 即 由 f(x,y) =c 所 确定 的 隐 函 数 y = y(x) 


2 
在 x0y 平 面 上 表示 一 条 直线 . 显然 , y = y(x) 是 一 条 直线 -0. 而 























和 | 故 
2 


由 此 可 见 , 命 题 成 立 . 
例 6.23 设 f(x,y) 为 R 上 的 可 微 函 数 , 且 有 





242 考研 数学 分 析 总 复习 精 选 名 校 真 题 





lim (xf. +)f,) = a > 0,r = x 十 入. 
试 证 明 : f(x,y) 在 R 上 有 最 小 值 . 
证 明 ”因为 lim (xf, +)f,) =a >0 ,所 以 3r > 0 , 当 r 三 7 时 ,有 


xf, + ff, >0. 
又 由 于 


pk +yf,) =f.cos0+f,sin0 = 关 
rT - ) 


是 沿 半径 方向 的 方向 导数 ,因此 当 r > 六 时 ,也 有 引 > 0 , 即 / 沿 /方向 递增 ,于 是 ， 


VP(x,y) < 了 , 当 r = Vx +y > 时 ,都 有 f(x,y) > Naxo, 加 ) .这 表明 /在 贺 
r =ro 以 外 各 点 的 值 总 是 大 于 该 圆 上 某 一 点 处 的 值 . 所 以 在 R 上 /和 若 有 最 小 值 必 
在 > 友 m 上 达到 . 
由 f 可 微 知 ,了 连续 . 根据 连续 函数 在 有 界 闭 域 上 的 性 质 知 ,上 必 有 最 小 值 , 且 
在 圆 域 " < mn 上 达到 . 
例 6.24 设 /(x,y) 在 区 域 DC R” 上 可 微 , 1,l 是 两 个 给 定 的 方向 ,它们 之 
间 的 夹 角 为 pg(0 < p < 站 ) .证 明 : 
2 
‘9 


CA) + (fh) < ee [0) + (fa) 1. 


证 明 设 1 与 x 轴 正 方向 的 夹 角 为 0, 则 4 与 x 轴 正 方向 的 夹 角 为 9+gp. 由 f 
的 可 微 性 ,有 





fi = fcos0+f, sindg, 
f, = 大 cos(0O+9p) +h sin(0 + 9). 








解 之 可 得 
f= od sin(0 + 9) -fs sin 0), 
/= 2 -ficos( 0 +9) +fs eon 0). 
于 是 有 
CG) + ) = Ts Fa) + (fa)” ~ 2 fa cos 9) 
< + Oa) +121 Hl) 
< [hl 





.2 
sin 
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2 2 
例 6.25 车 函数 w= u(x,y) 满足 拉 普 拉 斯 方程 Au = + 4 = 0 ,证 明 : 
% 小 








函数 ，= xz 二 二 5, 并 也 满足 这 个 方程 (河南 大 学 )， 


x +y +y 





证 明 设 é 二 2 二 本， 7 一 2 二 =; 则 v(xX,y) 二 u(é,"). 
x ty 多 +y 





而 由 
和 = = = 
Ey = (6 ), = (Mm), = (nm,), = 一 和 
ny = (m3) = (-é), =- (6) =- 

及 


Var = Uee (é.)” + Um “ (TD) 十 Qu “EM 十 Ua" Ca Uy " Mr) 


vy = Ue (6) tu (Ny) + Qu EM + ue Ey + Us * Ny 
注意 到 use(€ ,7) 二 Um(€,") = 0 ,有 
Av=v + Dy 


= 和) tu (NM) + 2 EM t Ue Es t uy Mo + 
use (Ms) tu (EE) tu (一 有) t ue (és) tu (- ne) 
= (Use tun)[(é) + (7) | =0. 
即 " 也 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
例 6.26 已 知 方程 z。 +2zv +z, = 0 , 作 代 换 = x+y,v =%-y,w =Xy 一 
z. 将 w 视 为 u,v 的 函数 ,w 具有 二 阶 连 续 偏 导数 , 求 代 换 后 的 方程 (复旦 ). 

















图 6-2 ”函数 的 复合 层次 
解 复合 层次 如 图 6-2 所 示 . 


Zr 二 A — Ww, 一 0， 


z=% -Ww -Ww -1L) =X 一 Wo +w,, 
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ex = Wi 和 WO a Wi 和 W,, = Wi — 2w,, W,, ? 
zy= 1 -ww (1) -ww (1)=1 -w+w,, 
Zyy Wi Wi ” ( 1) 十 Wi 十 WO ” 大 一 1) 到、 二 Wi 十 2w,, IO， 
于 是 
Z + 22 = 2 -4w,, =0, 
即 
1 
WwW,, =—. 
uu 2 





注 6.3 当 自 变量 和 未 知 函 数 同时 变换 时 ,做 这 类 题目 的 一 般 方 法 是 :将 原来 
的 未 知 函 数 (如 z) 写成 新 未 知 函数 (如 zw) 的 函数 . 这 样 就 可 把 原来 的 未 知 函 数理 
解 为 以 新 未 知 函 数 和 新 自 变 量 (如 wz ) 为 中 间 变 量 ,以 原来 的 自 变 量 ( 如 x,y ) 为 
最 终 变量 的 复合 函数 . 利用 复合 函数 的 微分 法 , 求 出 原 导 数 和 新 导数 (新 未 知 函 数 
对 新 自 变 量 的 导数 ) 之 间 的 关系 . 将 其 代入 方程 化 简 整理 即 可 得 到 新 导数 和 新 日 
变量 所 满足 的 方程 . 

下 面 再 看 一 个 例子 . 

例 6.27 设 函 数 z = z(x,y) 具有 二 阶 连续 


偏 导数 , 且 满 足 方程 er pa 


Ee 


XX 和 E 和 六 ss 六 
现 作 自 变量 的 代 换 : w = Yo = 和 了 及 因 变 。 、。 a 。 


量 代 换 w = ze7 ,将 上 述 方程 变 为 函数 w = w(u， Se 
Te 

















v) 关于 vv 的 偏 导数 所 满足 的 方程 (复旦 ). 
解 ” 复 合 层次 如 图 6-3 所 示 . 


y 


| ~ < -. 三 和 复合 层次 
由 z = eu ,利用 复合 函数 求 偏 导 : SN 
1 , 
(wt) (w, + w,), 
z= ec 人 2 | 
XY 2 uu Ox Uv Ox Vu Ox Vw Ox 


= Ie” (Ww + 2w,, + w,,), 


i 
zy = Fe WwW, + 20,) + ~e Wi “+w 


2 
1 ， I 
a oe (w, + w, ) + 4 e (wi Ww,, ) . 


将 xz ,za 代入 原 方程 整理 可 得 
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类 题 通过 代 换 x = 1,y = 一 一 ,z = 一 一 , 试 把 方程 
1l+iu 1 + 刀 

Xz, + 入 二 Z 

变 为 以 v 为 未 知 函数 , i,uw 为 自 变 量 的 形式 . 


例 6.28 考察 变换 x = ajwu +bvtcew,y = ou tbv+ew,z = au + bv + 


cw. 间 在 什么 条 件 下 ( 即 a,,5;,c; 满足 什么 条 件 时 ) ,对 任何 二 阶 连续 可 微 函数 
of 下 形式 不 恋 
(+ 全) 和 + 在 此 变换 下 形 式 不 变 





2 

















Ox Ox ay” 

(a oa 
of of of _ of ; of of ) 
Ox 0 0 Ow 

(复旦 ) 


解 复合 层次 如 图 6-4 所 示 . 
u 
u 
人 < 
w 


图 6-4 f 的 复合 层次 





利用 复合 函数 求 导 法 可 得 








0 0 

hl 和夫 二 的 让 (1) 
0 0 0 

hs (2) 
0 0 0 

A A (3) 


再 求 导 , 有 
fs aif., + wf, + a f. . 2a10, fy + 2a1as f., + 2a,a3 f,,, (4) 
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a = bif., + ba py + b3 /5 + 20b1b, J + 20103 人 - 十 20203 fy (5) 
fw = ci J + cz fy + c3 无 十 2c1c, fo + 2c1cs fs + 2c2C3 f, (6) 


将 式 (1) 式 (2) 式 (3) 两 边 平方 并 相 加 ,得 
fotfitfu=fa(at +bt te) +fi(a +h te) +fi(as +b3 +c)+ 
2f.f,(a1a, + bib, + cic,) + 2f,f.( asas + bb3 + cc3) + 
2f. f(a1as + bibs + cic3). (7) 
将 式 (4) 式 (5) . 式 (6) 两 边 相 加 ,得 
大 + 太 + = 大 (at+ 有 +c) +fylar +b +e) + 大 (a 二 有 十 G) 二 
2f (aias + bib, + cics) +2f(aa3 + bsby + ccs) 十 
2f (aias + bibs + cics). (8) 
由 式 (7) 、 式 (8) 可 知 , 当 
af +b? + =a +b+c =a+b+c =1, 
ad + bib, +cc = aa + bsb3 +cc = aias + bibs +cc =0 
时 ,满足 题目 的 要 求 . 
说 明 :满足 上 述 要 求 的 变换 称 为 正 交 变换 . 
例 6.29 设 f(x,y,z) 有 连续 的 偏 导数 , 作 自 变量 变换 : x = Vvw,y = Vuz， 
z = Vuw , 它 把 孔 数 fx,y,z) 变 成 (u,v,w) .证 明 : 
xf. + 坊 +zf. = uF, + vr, + wh,. 
证 法 1 对 上 > 0 , 若 将 u,v,w 部 换 为 tu,tv ,tw , 则 相应 地 x,y,z 也 换 成 了 i， 
ty ,tz, 即 








ftx,ty,tz) = F(tu,tv,tw). 
在 上 式 两 边关 于 1 求 导 得 
xf. (tx ,ty ,tz) + yf (tx ,ty ,tz) + zf.(tx,ty ,tz) 


= uF, (tu,tv,tw) + oF, (tu,tv,tw) + wh (tu,tv,tw). 


xf. + yf + A = uP, + voh, + wh,. 
证 法 2 由 f(x,y,z) = F(wu,v,w) ,利用 一 阶 微分 形式 的 不 变性 可 得 
df = f.dx +fdy +f.dz = 及 du + Fdv + Fdw = dF. 
由 变换 式 可 知 ， 














dx = 1 (wdv + vdw ) ， 
2 Vvw 
1 
dy = (vdu + udv), 
De 
dz = ! (udw + wdu). 
2 Vuw 
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由 此 易 知 , 当 du = v,do =v,do = w 时 ,有 
dx = x,dy = y,dz = 和 
反之 也 如 此 . 这 表明 结论 成 立 . 
例 6.30 设 w = u(x,y),v = v(x,y) 满足 拉 普 拉 斯 方程 
Au =0, Av = 0. 
令 玉 = (如 + 妨 )”, 证明: 当 p 宇 2 时 ,在 F 产 0 的 点 处 
A(F?) 宇 0. 

















证 明 记 G= Fi?=w+vw,E=Jr= 06s, 则 有 
EF = Pos-! ~ PoiG. 
:= F066, BE,= $60, 


当 户 关 0 时 ,进而 有 


0 


pp a Pdi 
= + P67'C., 


Pp 
2 
Pp 去 -2 2 PAF-l 
(£1)e 6) + 06,. 
G, = 2uu, + 2ww,, 
G,., = 2[ (1.)? 二 UU 十 (2 ) 十 oo | 3 
G, = 2uu, + 2vw,, 
G, = 2| (u,)’ + Ul + (v,)” + vo,, ]. 
于 是 ,由 Au = 0,Avr =0. 当 p 三 2 时 ,有 


AE = 多 (如 = 1)64™?[ (6,)’ | 


pO CW) + 0) + (Ww) +(v,)] =0. 
三 、 隐 范 数 ( 组 ) 存 在 定理 及 隐 范 数 求 偏 导 


1. 隐 范 数 存在 定理 : 设 二 元 函数 F(x,y) 满足 下 列 条 件 : 

(1) 在 矩形 区 域 忆 = 1(x,y)| |x -ll<oaly- 和 < 外 内 有 一 阶 连续 的 偏 
导数 ; 

(2) F(xo,y) = 0 (初始 条 件 ) ; 

(3) F(xo,yo) 天 0. 
则 有 : 

1) 在 点 (xu ,yo) 的 某 邻 域内 ,由 方程 R(x,y) = 0 可 以 确定 唯一 的 函数 y = 
Ax) . 即 存在 7 > 0 , 当 x e U(x6,n) 时 ,有 
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F(x,f(x)) =0,H y, = f(x0); 
2) f(x) 在 U(x6,n) 内 连续 ; 
3) f(x) 在 U(%o,m) 内 有 连续 的 导数 , 且 
ja) = -天 

称 y = f(x) 为 由 方程 F(x,y) = 0 所 确定 的 隐 函 数 . 

注 6.4 (1) 隐 浮 数 存在 定理 告诉 我 们 ,在 什么 条 件 下 由 方程 F(x,y) = 0 可 
以 确定 以 x 为 自 变量 , y 为 因 变 量 的 函数 . 也 就 是 通常 说 的 可 以 从 F(x,y) = 0 中 
解 出 y = f(x) .这 里 所 说 的 “ 解 出 ”并 不 是 指 可 操作 性 ,而 是 指 存在 性 . 例如 ,著名 
的 开 普 勒 ( Kepler) 方 程 

y-esiny—-%x=0, 0<e<l1, 

在 点 (0,0) 的 邻 域内 可 以 确定 隐 函 数 y = f(x) ,但 我 们 并 不 能 从 开 普 勒 方程 中 写 
出 y 的 显 式 表达 式 . 

(2) 若 只 要 求 隐 函数 连续 , 则 定理 的 条 件 (3 ) 可 减弱 为 :”F(xz,y) 对 每 一 个 x 
e (xo -a,xo + a) 关于 y 严格 单调 ”. 

(3) 定 理 的 结论 是 局 部 的 ,但 在 相当 强 的 条 件 下 ,有 下 面 整 体 存在 的 命题 . 

命题 6.5 设 F(x,y) 在 D = [(x,y)la<r<b,-% <y<+%| 中 连续 ， 
,存在 且 FF 三 m > 0 , 则 F(x,y) = 0 在 (a,6b) 内 存在 唯一 连续 解 y = f(x%). 

(4) 关 于 定理 的 证 明 , 一 般 有 两 种 方法 :一 、 儿 何方 法 一 一 利用 单调 性 和 介 值 
定理 ,具有 很 强 的 直观 性 ; 二、 逐次 通 近 法 一 一 利用 不 动 点 原理 ,是 所 谓 的 “构造 
性 ”证 明 . 

2. 隐 范 数组 存在 定理 : 设 

(1) F(x,yyu,v) 和 G(x,y,u,v) 在 点 已 (xyon) 的 某 邻 域内 有 一 阶 连 
续 偏 导数 ; 

(2) F(xo ,yo uo,v0) = 0,G(xo,y0,uo,v0) = 0 (初始 条 件 ); 

o(F,G 

(3) JP) = WS 0 

则 存在 点 P 的 一 个 邻 域 ,在 该 邻 域 内 由 方程 组 
人 = 0， 
G(x,y,u,v) = 0 






































可 以 确定 唯一 一 对 函数 
& = U(X,y) 2 = V(X,y), 
满足 F(x,y,u(x,y) ,v(x,y)) 0,G(x,y, u(x,y) ,v(x,y)) 0 及 u, = u(xo ,yo), 
v0 = v(x0,o), 且 ,ov 关 于 x,y 的 偏 导数 连续 . 进而 有 
0 ws 








Ox O(x,v) 


Oy oa(y,0) 
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Ox OU ,XZ) 


ow _ ao(F,6) 0 _ oF,6G) 
凡 oy Te 


~ 


o(F,G) 
其 中 /7 = gv) 
这 里 需要 说 明 的 是 : 隐 函 数 (组 ) 的 求 导 公 式 , 大 家 不 必 去 死记 便 硝 . 在 实际 做 
题 时 ,直接 对 方程 (组 ) 两边 求 偏 导 , 然 后 解 出 所 需要 的 偏 导数 即 可 . 
3. 反 函 数组 存在 定理 ; 若 
u = f(x,y),v = g(%,y) 
在 点 (x0 ,yo ) 的 某 邻 域内 连续 可 微 ， uo = f(x0,y0) ,v0 = g(xo,yo) , 且 
oO(u,v) 
oO(x,y) (x0,70) 
则 在 (wo ,ww ) 的 某 邻 域内 存在 唯一 的 反 函 数组 
X = Xx(u,v0),y = y(u,v) 
满足 Xo = %(Uo,V0) ,Yo = yuo,vo) 且 成 立 
azsy) , Ous0) 
Oo(u,v) (x,y) 
注 6.5 反 函 数组 存在 定理 是 隐 上 函数 组 存在 定理 的 特殊 情况 . 事实 上 , 若 令 
F(xsy uv) = 站 一 xy) CCZY 0) = 2 一 SC y) 
对 下 ,G 利用 隐 冰 数组 存在 定理 就 可 得 到 反 函 数组 存在 定理 . 
另外 ,利用 隐 函 数 存在 定理 也 可 推出 反 函 数 存在 定理 ,请 同学 们 自行 完成 . 
例 6.31 证 明 命题 6.5. 
证 明 存在 性 . 即 证 ; Vx se (a,6),y e(-%,+%) ,使 得 F(x,y6) =0. 
事实 上 , Vy，> 7 ,考虑 
F(xo,ys) — F(xo,y) = F(xo,€)(Y, -1) 二 有 (ya -1). 
固定 , 令 和 一 + ,由 F(xo,y) F(x0,7) +m(y, -1) 知 ， 
Him Psaay) =+ %. 
固定 y, 令 yy-% ,由 F(xo,%) < Fro0,y) - m(y, -1) 知 ， 
lim F(xo,y) =— %. 
由 介 值 定理 ， ys & (— oo ， 十 o ) ,使 F(x ,yo) = 0. 
唯一 性 .由 书 , 三 m > 0 不 难看 出 . 
连续 性 .对 xzo se (ab) ,Ye >0, 由 F(xo,y) =0 及 >0 可 知 ， 
F(xo,f(x0) -2s) <0 < F(xo,f(xo) + E). 
由 下 关于 * 连续 性 知 ,，35 > 0 , 当 |x - x,| <65 时 ,有 
F(x,f(x0) -2E) <0 < F(x,f(xo) + €). 














由 介 值 定理 ,有 
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[f(x) -f(x0) | < 2， 
即 y = f(x) 在 点 xo 连续 .由 x 的 任意 性 , y = f(x) 在 (a,b) 上 连续 . 
顺便 指出 ,从 证 明 的 过 程 看 , a,b 分别 取 - w 和 + w 也 是 可 以 的 . 
例 6.32 设 f(x,y) 及 其 一 阶 偏 导数 在 (0,1) 附 近 存在 连续 , 且 f.(0,1) 和 0， 
义 f(0,1) = 0. 证 明 : 


/x,f simsdarj=0 

在 点 (0, 也) 附近 可 确定 一 单 值 函 数 ， = p(x) ,并 求 g'(0) (南京 大 学 ). 

解 令 P(x,t) =/(x,f sin xdx)= f(x,l ~ cost) 

下 面 验证 F(x,+) 在 (0, 也 ) 附近 满足 隐 函 数 存 在 定理 的 条 件 

由 F(x,y) =f.(x,1 -cost) 和 F(x,t) =f(x,1 一 cost) sint 及 f 的 一 阶 偏 
导数 在 (0,1) 附近 的 连续 性 可 知 ，F,(%,1) ,R,(,1) 在 (0, 工 ) 附近 连续 

由 下 (0, 工 ) = /0,1) = 0 知 ,初始 条 件 满足 

而 (0,)=f(0,1) #0. 


S | 


i ean =f(x,1 -cost) =0 可 以 


确定 唯一 的 连续 可 微 函 数 ; = p(x), 满足 
F(x,p(%)) = 0, 

且 
f(x,l -cost) 


f(x,1 — cost) sint 


/A(0,1) 
a Oy 


类 题 设 /'(u) 在 w=1 的 某 邻 域内 连续 有 不 为 零 ,证 明 ; 方 程 2f(xy) =/(%) 
+f(y) 在 (1,1) 点 的 邻 域 内 可 以 唯一 确定 一 个 隐 函 数 y=y(x) ,并 求 y'(1). 

提示 令 (xy) =2K(wy) -A(x) -1(y) ,对 P(x,y) 直 接 验 证 隐 函 数 存在 定 
理 的 条 件 .y'(1) = - 剖 |on = -1 

例 6.33 设 w(x,y) 是 由 方程 组 w = Kx yzD,g(y,zD =0,h(z,t) =0 确 


定 的 函数 ,其 中 f,g,h 均 连续 可 微 ， 是 8 天 0 ， 了 


解法 1 由 pe 0 过 0 可 知 ,由 方程 组 








9'(0) =-— 
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g(y,2,t) = 0,h(z,t) =0 (1) 
可 以 确定 以 y 为 自 变 量 ,以 z,t 为 因 变量 的 函数 , 即 
z =z(y),t = t(y). 这 样 复合 的 层次 如 图 6-5 所 示 . 
于 是 ,由 复合 函数 的 微分 法 ,有 
if Yd 和 
Oy Oy Oz oy ot dy 
=f +fs "2(y) +h ty). (2) 
为 了 求 z(y) 和 w(y) ,在 方程 组 (1) 两 边关 于 y 图 65 ul,y) 的 复合 层次 
求 导 ,可 得 




















国 + 82z (7) +S3 (y) = 0， 
hiz'(y) + ht'(y) = 0, 
由 此 可 得 

0) = gh (MEN) 0) = eh (ME) . 


代入 式 (2) 得 











O_o 90& 
hh -AD 人 (SC ， 
解法 2 直接 从 下 面 的 方程 组 出 发 ; 





F(x,y,z,t,u) = 0， 
28(y,2,t) = 0， (3) 
h(z,t) = 0， 

其 中 F(x,y,z,t,u) = wu -f(x,y,2,t). 


因为 2 ， 。 站 De 关 0 ,所 以 由 方程 组 (3) 可 以 确定 以 x,y 为 自 变 量 ， 


以 ns 函数 . 在 方程 组 (3) 两 边关 于 y 求 导 , 可 得 
u, -fh -fz, -ht, =0， 
g1 + 8g22, + g3t, = 0, 
hz, + ht, =0. 
从 这 个 方程 组 中 解 出 ww 即 可 . 

例 6.34 在 直角 坐标 系 x0y 中 引入 变换 . 

x = x(u,v) ,y = y(u, v), 

并 将 坐标 系 中 任 一 点 的 位 置 向 量 记 为 r = r(w,v) . 知 变换 式 中 函数 x,y 连续 可 微 ， 
Jacobi 行 列 式 2 之 0 , 且 攻 与 皂 垂直 , 试 证 :对 任何 可 微 函 数 (wu,o) ,其 梯度 


Oo(u,v) 
可 表示 为 
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1 oF or 1 oF or 
rad ha 下 Ou Ou Hr Ov Ov” 
其 中 
及 一 人 ? v = 4 
OU Ov 
(复旦 大 学 ). 
证 明 要 证 明 的 结果 是 一 个 向 量 等 式 . 下 面 我 们 通过 耐心 地 计算 说 明 两 边 相 
等 
、 _ 0(x,y) 时 得 
记 J = .由 x = x(w,v),y = y(wu,v) 可 得 
O( u,v) 
Ox ou Ox ov Ox ou Ox ov 
| 0 = 一 一 + 一 一 ， 
Ou Ox Ov Ox 和 OoOuUOYy oy 
0 人 禾 色 人 录 友 1 = HUE NN 
OuoOx Ov ox uy oy 
解 之 可 得 
Gu yj Ww 
Ox 了 ” Ox zu 
Gu mj Oo oj 
oy go oy ou 
故 
grad F = ( oF oi 到 Ce oF 90] 
Ou Ox Ov Ox Ou oy Ov oy 
Ou Ow Ov Ou Ov Ou Ou om 
由 x = x(w,v)i+y(wu,v)j 可 得 
or _ oOxi Oy. or _ oOxi 本 Oy. 
Ou ou 5D， on om a 
因为 与 实 垂 直 , 所 以 
Ou ”oO 
Ho NO 
Ou Ov 0 
即 
OO 
Ou uo 
故 
1 oF or 1 oF or 
Fr Ou OU i Ov Ov 
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ol as 
A 
(名 实 [( 锋 ) + (多 ) ]+ 缉 多 [( 疾 ， ， ia 
3 
= grad KF. 
例 6.35 设 函 数 ALx,y) 在 点 (wo,%) 的 邻 域内 二 次 连续 可 微 , 且 A(xo,yo) = 
0,fs(%0,y0) > 0. 
(1) 试 证 :存在 yy 的 6 邻 域 U(y,,6) ,使 对 任何 y s U(y,6) 能 求 得 f(x,y) 关 
于 x 的 一 个 极 小 值 g(y) ; 
(2) 试 证 : g'(y%) = 万 (xyo) (复旦 ). 
证 明 (1) 对 给 定 的 y ,要 求 f(x,y) 关于 x 的 极 小 值 ,按照 求 极 值 的 步骤 ,应 
对 yy 找 出 x 使 得 f(x,y) = 0 (即将 y 视 为 常数 ,对 f(x,y) 关于 x 求 驻 点 ). ee 
说 , 找 由 方程 (x,y) = 0 所 确定 的 隐 函 数 x = x(y) ,使 得 f(x(y),y) = 0. 
由 已 知 条 件 ,方程 (x,y) = 0 在 点 (xo ,yo) 的 邻 域内 满足 隐 函 数 存在 定理 的 
全 部 条 件 , 因 此 在 点 (x。 ,yo) 的 某 个 邻 域内 由 方程 f(x,y) = 0 可 确定 唯一 的 连续 
可 微 函数 x = x(y) 满足 x。= x(yo) ,f(x(y),y) 二 0. 又 由 f(xo,yo) > 0 及 其 连 
续 性 知 , 存 在 充分 小 的 6 > 0 ,使 当 y es U(y6,6) 时 , f(x(y),y) > 0. 这 表明 
f(x,y) 关于 x 在 点 (x(y) ,y) 处 取得 极 小 值 , 记 为 g(y) , 即 
8(y) = f(x(y) ,7). 
(2) 由 定义 及 f 在 点 (x,,y) 的 可 微 性 ,有 


rm g(yo + Ay) -gs(Cyo) 
8 yo0) = Ay—0 Ay 

















= 到 六 以 (Gaoo)Ax + f(s0,90) Ay + op) | (1) 


其 中 Ax = x(yo + Ay) -x(y) ,p= VAx + Ay (因为 x = x(y) 在 在 和 的 小 邻 域内 
连续 ， 所 以 当 Ay 一 0 时 ,Ax 一 0 ,因此 o(p) 是 有 意义 的 ). 
注意 到 A(xu, 和 m) = 0 及 


x(yo + Ay) — x(Yyo) 
1m 
Ar 一 0 Ay 


有 界 , 由 式 (1) 可知， 


fo (Xo ,Yo ) 
fs (Xo ,0) 








= %',(y) = 一 


8g' (yo) = f,(%o ,yo0). 
例 6.36 设 F(x,y,z) 在 R 中 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,并 满足 
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oF oF OF 
a 为 常数 ). 
ys Qa > 0 (a 为 常数 ) 


证 明 : 当 动 点 (%,y,2) 沿 着 曲线 .x = - cos t,y = sint,z =t(t 宇 0) 趋向 无 穷 时 ， 
F(x,y,2) + %. 
证 明 记 f(t) = F(- costi, a 则 





df _ oF oF 
dt a 
当 (zsz) e 了 时 ,有 甘 = 7 全 -x 区 + 全 > a > 0 因此 ,根据 微分 中 值 定理 ， 
有 
F(x,y,z) ~- FPF(-1,0,0) = f(t) -Af(0) =) at, 
即 
F(x,y,z) FPF(-1,0,0) + at. 
于 是 有 
F(x,y,z2)*+%o (tw+%). 
四 、 偏 导数 的 应 用 
1. 在 几何 上 的 应 用 


(1) 空 间 曲 线 的 切线 与 法 平面 方程 
若 曲线 方程 为 = x(t) ,y = y(?) ,z = z(t)(t e [Qa,B]) , 则 在 曲线 对 应 于 + = 
bo 的 点 M(xwo ,Yo ,zo) 的 切线 方程 为 : 


XX YY- Yo ZZ—%0 


x' (to) y(to) z(to) | 





法 平面 方程 为 : 
x (to) (x -Xo0) +y bb) -y0) +z (to)(z -a0) =0， 
其 中 x (oo) ,y(to),z'() 不 同时 为 0. 曲线 在 点 Mu 处 的 切 向 量 7 = (x'(4o)， 
7 (to) ,z(t)). 








若 曲线 方程 为 : 
F(x,y,z) = 0， 
人 = 0， 
则 在 曲线 上 一 点 M(xwo ,Yo ,zo) 的 切线 方程 为 : 
X 0 加 A A 加 2 20 
Fk. FF FF 
G, C- CC， C， 而 G, G, 泊 




















法 平面 方程 为 : 
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y 


(z -20) = 0. 


Mo 


(x%— Xo) 十 (y—Y0)+ 




















(2) 曲面 的 切 平面 及 法 线 方程 
若 曲 面 方程 为 F(x,y,z) = 0 , 则 曲面 上 的 点 M(x,y, ,二 ) 处 的 切 平面 方程 


为 : 


~ I!Mo 


F.(Mo)(x— zo0) 十 F,(Mo)(y -yo) +F.(M)(z -20) = 0. 
法 线 方程 为 ; 
TM 
FM) FM) F.(M,). 
其 中 请 (MM,),F,(M),F.(M) 不 同时 为 0. 曲面 在 Mu 的 法 向 量 为 
grad F(M,) 三 土 (PF,(M,) ,F,( Mo) ,F.(M,o) ). 
若 曲 面 方程 为 z = fx,y) , 则 曲面 上 的 点 Mo(xo,yoz)(z = 所 zxo)) 处 的 
切 平面 方程 为 





z -20 = 大 (xoyo)(x 一 2%o) + 万 (xo,yo)(y — yo0). 
法 线 方程 为 : 
vv-N 0 
f. (xo ,yo) f(xo,Yo) -1 

曲面 在 点 和 的 法 向 量 为 + ( -f(xwo ,yo)， 一 广 (xo， yo) ,1). 

另外 ,在 许多 情况 下 ,要 求 我 们 求 两 条 曲线 或 两 张 曲面 的 夹 角 . 两 条 曲线 之 间 
的 夹 角 是 指 在 交点 处 两 条 曲线 切 向 量 之 间 的 夹 角 , 而 两 张 曲面 在 交 线 上 一 点 处 的 
夹 角 是 指 在 该 点 两 张 曲面 的 切 平面 (或 法 向 量 ) 之 间 的 夹 角 . 明确 这 些 ,利用 解析 
几何 的 知识 这 类 问题 就 不 难 解决 了 ! 

2. 泰勒 公式 

泰勒 公式 ” 设 f(x,y) 在 点 Po(%o ,yo) 的 邻 域 CCP,,r) 内 具有 + 1 阶 连续 偏 
导数 ,那么 对 于 (Pu,r) 内 任 一 点 (xo + Ax,y。 + Ay) 都 成 立 


PR 





六 (Ax 站 A ) fs, yo) + 十 


a a fe yo) + R,, 





Ox 


ee +1)! 
格 朗 日 型 余 
Be 在 点 P 有 连续 的 上 阶 偏 导 数 ) ,也 可 
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取 佩 亚 诺 型 余 项 R= o(p*)(p 一 0) ,其 中 p = VAx + Ay. 

上 述 两 个 公式 的 证 明 均 可 化 为 一 元 函数 来 证 明 . 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 , 令 
p(t) = f(xo + tAx,yo + tAy) ,利用 一 元 函数 的 泰勒 公式 可 证 ; 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 
的 , 先 把 fx,y) = Ka + Ax,yo。 + Ay) 作为 Ax 的 一 元 函数 展开 成 带 有 佩 亚 诺 型 余 
项 的 一 元 泰勒 公式 ,再 对 各 阶 偏 导 数 作 为 Ay 的 一 元 函数 展开 ,然后 整理 . 

在 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 中 , 当 有 = 0 时 ,就 得 到 了 领域 内 的 微分 中 
值 公式 : 





f(xo + Ax,yo + Ay) -f(xo ,yo) 
= f,(xo + 0Ax,yo + OAy)Ax +f,(xo + OAx,yo + 0Ay)Ay, 
0 <0<1. 利用 这 个 结果 很 容易 证 明 下 面 的 . 
命题 6.6 如 果 f(x,y) 在 开 区 域 D CR * 上 的 偏 导数 恒 为 零 , 则 它 在 D 上 必 是 
常 值 函数 . 
命题 6.7 (泰勒 公式 的 唯一 性 ) 设 Ax,y) 具有 名 + 1 阶 连续 偏 导数 , 奉 用 某 
种 方法 得 到 展开 式 : 


fsy) = > LAvAy + 0(p') sp = VA + Ay, 
it7=0 

















则 必 有 
1 oY 
A; = I ovoy /70) 
3. 极 值 与 最 值 
(1) 无 条 件 极 值 与 最 值 
无 条 件 极 值 


设 几 xx pe) 是 开 区 域 D C R" 上 二 次 可 微 函数 ， Fo (xz ,2 ,0 ) Ee 
D. 若 点 忆 是 f 的 一 个 极 值 点 ,由 极 值 的 必要 条 件 有 Vf(P,) = 0. 根据 泰勒 公式 
有 


flP, + Ax) = f(P,) + TAHA 让 


其 中 吾 = (3 全 (P,) ) 称 为 海 赛 (Hesse) 阵 . 由 此 可 得 到 取得 极 值 的 充分 条 件 ， 


1) 硅 五 正定 , 则 f(P,) 是 极 小 值 ; 

2) 若 互 负 定 , 则 f(P,) 是 极 大 值 ; 

3) 寿 五 不 定 ( 即 既 有 正 特 征 根 ,也 有 负 特 征 根 ) , 则 点 P, 不 是 极 值 点 ; 

4) 若 瑟 半 定 ( 即 所 有 特征 根 同 号 ,但 有 零 特 征 根 ) , 则 需要 作 进 一 步 判 断 . 特别 
地 ,对 二 元 函数 所 x,y) ,如 果 f(x,y) 在 驻 点 (xo ,yo) 的 某 个 邻 域内 有 二 阶 连续 偏 
导数 ,并 记 4 = f(xo,yo),B = fy (Xo ,Yo) 'C = fo, Yo) ,A4=AC-B , 则 
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1) 若 A > 0,4 > 0( 或 C > 0), 则 f(x ,和 ) 是 极 小 值 ; 

2) 若 A > 0,4 < 0( 或 C < 0), 则 f(xwo,y,) 是 极 大 值 ; 

3) 若 A < 0, 则 (xu,yo) 不 是 极 值 点 ; 

4) 若 A = 0 , 则 需要 作 进 一 步 判断 . 

注 6.6 上 面 给 出 的 极 值 充 分 条 件 只 局 限于 特殊 驻 点 P,( 即 f 在 驻 点 P, 的 某 
邻 域内 有 二 阶 连 续 偏 导数 ). 而 对 其 他 点 ( 偏 导数 不 存在 的 点 、 二 阶 偏 导数 不 存在 
的 驻 点 二 阶 偏 导数 不 连续 的 驻 点 ) 必须 用 别 的 方法 来 判断 . 

无 条 件 最 值 

求 多 元 函数 的 最 值 一 般 有 以 下 四 种 方法 (以 二 元 函数 为 例 ). 

1) f(x,y) 定义 在 有 界 闭 区 域 D 上 . 先 求 出 D 内 的 全 部 驻 点 和 不 可 偏 导 点 及 
相应 的 函数 值 , 然 后 求 f 在 9D 上 的 最 值 (可 将 边界 曲线 代入 fx,y) 化 为 求 一 元 函 
数 的 最 值 ) ,最 后 比较 这 些 函 数值 的 大 小 . 最 大 者 为 最 大 值 ,最 小 者 为 最 小 值 ; 

2) f(x,y) 定义 在 无 界 区 域 上 . 去 掉 明显 不 取 最 值 的 无 界 子 区 域 ,化 成 在 剩余 
部 分 ( 即 有 界 区 域 ) 上 的 最 值 问题 ; 

3) f(x,y) 定义 在 有 界 开 区 域 上 . 先 将 Kx,y) 连续 延 拓 到 D 上 ,然后 在 有 界 闭 
区 域 上 求 最 值 ,最 后 求 出 所 要 的 结果 ， 

4) 利 用 


























maxf = max max_f 或 max max/, 
对 *,y 累 次 求 最 大 值 . 

注 6.7 对 多 元 函数 而 言 ,唯一 的 极 值 点 并 不 一 定 是 最 值 点 . 例如 ,函数 
f(x,y) = 和 -4o+2xy -入 在 了 R 有 了 唯一 的 极 大 值 点 (0,0), 但 f(0,0) = 0 并 不 
是 f(x,y) 在 R 上 的 最 大 值 . 事实 上 ,由 

fx,y) = -3x (7 一 3) 
可 见 , f(x,y) 的 最 大 值 只 能 在 直线 y = x 上 取 到 ,此 时 , f(x,x) = x” 3x. 显然 
lim f(x,x) =+ % , 即 f(x,x) 无 最 大 值 . 

但 在 实际 问题 中 ,如 果 所 考虑 的 问题 确 有 最 值 ,而 边界 值 明显 不 是 最 值 ,在 区 

域内 部 驻 点 又 唯一 , 则 该 驻 点 必 是 最 值 点 . 



































(2) 条 件 极 值 与 最 值 
条 件 极 值 


目标 函数 f(x ,x,,…,%, ) 在 约束 条 件 pi(x ,x ,…,%,) = 0(i = 1,2,…,m, 
m <n) 之 下 的 极 值 问题 可 妆 结 为 求 拉 格 朗 日 函数 


L(gi sa ye ty) = fxs, ) + > pi ,2s i) 
的 无 条 件 极 值 ,其 中 A,(i = 1,2,…,m) 为 常数 因子 ， 这 种 方法 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 
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法 . 

拉 格 朗 日 乘 子 法 的 具体 步骤 如 下 : 

第 一 步 : 令 L，= 0(i = 1,2,…,n) 与 9; = 0(i = 1,2,…,m) 联 立 解 出 工 的 全 部 
驻 点 和 和, 的 具体 值 (在 许多 情况 下 ,可 不 解 出 A, 的 具体 值 ) ,并 要 求 在 驻 点 处 矩阵 














Ce 
Ox Ox, Ox, 
Op 9。 Opn 
Ox Ox, Ox, 


mxn 


的 秩 为 m ( 即 要 求 m 个 约束 条 件 是 独立 的 ); 


第 二 步 :对 每 一 个 驻 点 P, ,算出 海 色 阵 及 (P,) = 人 | (P ) . 
1) 若 五 (P,) 正定 , 则 P, 点 为 (条 件 ) 极 小 值 点 ; 
2) 若 五 (P,) 负 定 , 则 己 为 (条 件 ) 极 大 值 点 ; 


3) 若 H(P,) 既 不 正定 ,也 不 负 定 , 则 由 


n 0 
dpi (1 ,X23 2 ) 县 > da, i 0,1 二 L283 mh 


7=1 J 





i 中 的 加 个 因为 矩阵 (2 ] 的 秩 为 m) 不 妨 设 解 出 的 是 
Yi mxn 
dusdrs ,sd 将 它们 代入 元 二 次 型 上 [(P。) = (du 2 + +d 2 ) LP,) 
Xl Nn 


中 ,化 为 (n - m) 元 二 次 型 > ajdxidxi . 今 4 = Ca ) 


(3 -1) 若 4 正定 , 则 忆 点 为 (条 件 ) 极 小 值 点 ; 

(3 -2) 若 4 负 定 , 则 已 点 为 (条 件 ) 极 大 值 点 ; 

(3 -3) 若 4 不 定 , 则 忆 点 不 是 (条 件 ) 极 值 点 ; 

(3 -4) 若 4 半 定 , 则 需要 作 进 一 步 判断 . 

条 件 最 值 

条 件 最 值 可 通过 比较 条 件 极 值 .边界 最 值 不 可 偏 导 点 的 值 以 及 二 阶 偏 导数 不 
存在 点 的 值 来 得 到 . 但 由 于 确定 条 件 极 值 比较 麻烦 ,所 以 条 件 最 值 的 求法 也 是 很 烦 
琐 的 ! 

(3) 隐 冰 数 的 极 值 

求 隐 函数 的 极 值 有 两 种 方法 :(1) 直接 从 方程 出 发 , 求 出 驻 点 ,并 利用 求 无 条 
件 极 值 的 方法 判断 驻 点 是 否 为 极 值 点 ,从 而 求 出 极 值 . 这 种 方法 叫 直接 法 ;(2) 化 
为 条 件 极 值 ,并 利用 求 条 件 极 值 的 方法 求 出 极 值 . 这 种 方法 叫 间接 法 . 


1) x(n-m)” 








第 六 讲 ”多 元 函数 的 溅 分 学 “259 





例 6.37 在 什么 条 件 下 ,方程 组 
x =f(u,v0),y = eg(u,v0) ,2 = h(u,v),F(u,v) = 0 (1) 
能 在 0 - xyz 空间 代表 一 空间 曲线 ? 在 怎样 的 点 
(x0,y0,20) = (fluo0,v0) ,8 U0,v0),h( uo ,vo)) 

处 可 求 切 线 ? 写 出 切线 方程 和 法 平面 方程 . 

解 ”在 所 给 的 方程 组 中 , 若 能 由 F(z,z) = 0 确定 一 个 隐 函 数 , 例 如 vw = v(u)， 
则 x = x(u) = 所 wo(u)),y7 =y(Gu) = gu,v(u) ) ,= zu) = hu ,vu) ) 表示 
一 空间 曲线 (实际 上 是 空间 曲线 的 一 部 分 ). 为 此 ,假设 ,下 ,在 点 (wo ,ww) 的 某 邻 


域内 连续 , 且 (uo,66) = 0,F,(w,w) 闫 0. 此 时 有 vw = 故 当 


Cx (wo) sy Mo), 2 (U0)) = f+ fv ,81 + ga ,hy + hav ) | 


u0,v0) 


1 
天 WP -pFh,gF, 一 8 一 h,F,) | 


10 ,V0) 
(0,0,0) 
时 ,在 点 (x0 ,yo0;z6) = (fwoyw) ,8(wos56),h(u,v)) 的 某 邻 域内 ,方程 组 (1) 能 
代表 唯一 的 一 条 通过 点 (x ,和 ,二 ) 的 曲线 , 且 在 该 点 可 求 切线 . 
切线 方程 和 法 平面 方程 分 别 为 : 


%X— Xo -Yo 4 20 





x'( uo) yy'(uwo) z (uo) 


x (uo) (NX—X0) +y (u(y -yo) tz (uo)(z-z0) =0. 
例 6.38 求 空间 曲线 


2 2 9 
+ 和 +2 = 于 
汉 y Z 二， 


3x +(y-1) +z =- 邯 
上 对 应 于 点 x = 1 的 处 的 切线 方程 与 法 平面 方程 . 
解 当 x = 1 时 ,有 
y +z 
4 
(y -1D2?+22 = 六， 


解 之 得 (十,1) 与 (十, -1). 于 是 对 应 于 x = 1 的 点 是 P(1, 二 ,1),@ (1, 二 -1) 
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Fi(w,y,2) = x 十 +2 - 工 ， 
有 (xy;z) = 3x +(y—-1) +z -元 . 
通过 计算 易 知 ， 
o(F,F,) 二 o(F,F,) Se o(F,F,) a 
0(y,z) ” 0(z,%) ”0(x,y) | 
1 
点 Ee 
在 点 P(1,3 则 | ,有 
o(F,F,) o(F,F,) -8 o(F,F,) g. 
90(y,z) Pp O(z,%) Pp oO(%,y) A 
于 是 ,切线 方程 和 法 平面 方程 分 别 为 : 
1 
x-1 7 2 z-l 
1 2 7 
和 
x+2y -2z =0; 
在 点 Q(1, 少 , -1) ,有 
要 本 > 
oF,F,) = 一 4 oF,F,) 三 二 8 oF,F,) =:= 8. 
09(y,z) 从 0(z,%) 0 oO(x,y) 0 
于 是 ,切线 方程 和 法 平面 方程 分 别 为 : 
1 
x-1 2 z+l 
=1 2 = 





区 二 2Y 二 22 三 0, 
例 6.39 选择 题 ; 设 函数 f(x,y) 在 点 (0,0) 附 近 有 定义 ,有 是 f.(0,0) = 3， 
(0,0) =1, 则 (  )( 数 学 工 ). 
(A)dz|oo =3dx + dy; 
(B) 曲 面 z = f(x,y) 在 点 (0,0,f(0,0)) 的 法 向 量 为 (3,1,1) ; 


(C) 曲线 4 0 在 点 (0,0,f(0,0)) 的 切 向 量 为 (1,0,3) ; 





CD) 曲线 全 在 点 (0,0,f(0,0) ) 的 切 向 量 为 (3,0,1). 
_ 


解 题目 中 只 假设 (x,y) 在 点 (0,0) 有 两 个 偏 导数 存在 ,而 偏 导数 存在 不 能 
保证 /(x,y) 在 点 (0,0) 可 微 ,所 以 (A) 不 能 先 
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今 F(x,y,z) = f(x,y) -z, 易 知 ,曲面 z = f(x,y) 在 点 (0,0,f(0,0)) 的 法 向 
量 为 + (3,1, -1). 因此 (B) 不 能 选 . 


曲线 = 人 < ,7) 的 参数 方程 为 ; 
y=0 
X =x,y =0,z = f(x,0). 
因此 曲线 在 点 (0,0,f(0,0)) 的 切 向 量 为 (1,0,3) , 故 选 (C). 
例 6.40 给 定 定 曲面 (= “一 ) = 0(a,b,c 为 常数 ) ,或 由 它 确定 的 曲面 


交 =z(x,y) . 证 明 : 
(1) 曲面 的 切 平面 通过 一 定点 ; 


加 az Gz _ oz 下 加 
(2) 函数 z = z(x,y) 满足 方程 5 元 | =0. 
证 明 (1) 由 


1 = 站 三 y-b 9z]_ 
nn ol [- Cy | 


F.[_. *-a Oz FP. 1 -0 G1 
| a Fs | 
及 书 , 玉 不 能 同时 为 零 , 可 得 
Oz Oz 
(z-o-(z -Oo 下 。 -(y-6) 交 

















一 0 ， 
Oz Oz 
-0 Go -0 -中 网 
化 简 得 
Oz Oz 
Ce 
由 此 可 以 看 出 ,曲面 z = z(x,y) 的 切 平面 过 定点 (a,b,c). 
(2) 对 上 式 两 边 再 分 别 关 于 x， ns 得 














守 + 

(4 六 + 多 +(- 有 ) 时 -入 
即 

0 

40- 有 和 --(-0) 六 





由 此 可 见 , 当 (x -a)(y-5) 关 0 时 ,等 式 成 立 . 由 也 数 连续 可 微 知 ,对 x = a 或 y = 
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时 等 式 仍 成 立 . 
类 题 证 明 :可 微 曲面 | _ 0 的 切 平面 过 一 定点 . 
例 6.41 设 
2 2、-l 加 x(x2+)2) 机 
Re A E00), 
0， (x,y) = (0,0). 


求 /x,y) 在 点 (0,0) 的 四 阶 泰勒 多 项 式 , 并 求 出 


of of 
Ek a0) 





( 北 师 大 ). 
解 ” 由 于 
了 | + x(x +y) 十 de 二 人) +o([x(x’ +y)]) > 
所 以 
(x +) -eH ]=-x-— Fe (x +y) to(x (x +y)). 


由 泰勒 展开 式 的 唯一 性 知 , f(x,y) 在 点 (0,0) 的 四 阶 泰勒 展开 式 为 . 


由 此 可 得 
of of 总 1 
Ea | Ba =4!(- 雪 j= la 


例 6.42 设 f(x,y) 在 单位 圆 域 D:x* +y <1 上 具有 一 阶 连续 的 偏 导数 , 旦 满 
足 |f(x,y) | 二 1. 证明: 在 单位 圆 内 有 一 点 (x。 ,yo) ,使 得 
(0,n) | + (go < 10. 
证 明 设 g(x,y) = f(x,y) +2(wx +y) , 则 在 单位 圆周 x* +y = 1 上 显然 有 
g(x,y) 三 1. 而 g(0,0) 么 1 ,所 以 或 者 g 在 D 上 恒 等 于 1, 或 者 在 单位 圆 内 存在 一 
点 (xo ,yo) ,使 g 在 该 点 取 到 极 小 值 . 总 之 , 必 在 单位 圆 内 存在 一 点 (xu ,yo。) ,使 得 


og - 98 
Ox (x0,)0) 97 














= 0. 











(xz0,y0) 


由 此 可 得 
(x ,yo) = — 4xo， (room) = — 4yo. 
故 


(E70)) + (gs)) 16(x0 + 0) < 16. 
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例 6.43 证 明 : 函 数 
f(x,y) = (1 +e’) cosx — ye’ 
有 无 穷 多 个 极 大 值 ,但 无 极 小 值 (大 连 海运 学 院 ). 
证 明 上 =- (1 +er)sinx， f/f, = (cosx-1—-y)e’, 
ff =- (1+er)cosx， fy =—e sinx, 
f, = (cos% -2 一 y)e. 
令 A =0, f=0 , 解 方程 组 可 得 无 穷 多 个 驻 点 (nm,cos nmT -1)(n =0,+1,+2,…). 
当 n 为 偶数 时 , 驻 点 为 (2km,0) (k= 0, + 上 1, +2,…) ,此 时 
A=f,.:f, -f/f%,=2>0,f,.=-2<0, 
故 了 (x,y) 在 驻 点 (2km ,0) 处 取得 极 大 值 , 极 大 值 为 f(2km,0) = 2. 
当 n 为 奇数 时 , 驻 点 为 ((2k + 1)T，-2) ,此 时 
A=f,.:f, -=- (1 +e”)e” < 0， 
xy) 在 ((28+1)T, -2) 处 无 极 值 . 综 上 知 ,f(x,y) 有 无 穷 多 个 极 大 值 ,但 无 极 
小 值 . 

注 6.8 在 一 元 函数 中 , 极 大 值 与 极 小 值 总 是 交 蔡 出 现 ,但 在 多 元 函数 中 这 种 
情况 却 不 一 定 发 生 . 例 6. 43 正 说 明了 这 一 点 . 

例 6.44 设 D 是 由 光滑 封闭 曲线 工 所 转 成 的 区 域 ,f(x,y) 在 D 有 二 阶 连续 偏 
导数 ,是 a +b =0,4,1 >0. 如 果 f 在 L 上 等 于 常数 C, 证 明 :f 在 D 上 和 恒 等 于 
常数 C. 

证 明 ”只 需 证 明 :f 的 最 值 不 可 能 在 D 内 取 到 即 可 . 奋 了 (xo,yo) eD, 使 得 f 
在 (xu ,yo ) 点 达到 它 在 刀 上 的 最 大 值 或 最 小 值 . 由 8 的 连续 性 可 知 ,(xo ,yo) 必 是 了 
的 极 大 值 点 或 极 小 值 点 ,因而 应 有 了 (xo ,yo ) =0,f,(xo ,yo) =0. 由 已 知 条 件 , 易 知 
判别 式 








A =f( Xo,Y0)fy, xo, Yo) (fs (xo ,Yo0) 六 
= -fsx070))? -fs (ros))? <0. 


由 此 可 知 ,(xo ,yo) 不 是 /的 极 值 点 . 这 与 上 面 的 假设 矛盾 ,因而 /在 D 上 的 最 值 只 
能 在 边界 上 取 到 ,所 以 /在 D 上 恒 等 于 常数 C. 
例 6.45 求 Kx,y) = x -xy + 一 2x +y 在 全 平面 上 的 最 大 最 小 值 
解法 1 “ 令 A =2x-y-2=0J =-x+2y+1 =0 可 得 驻 点 (1,0). 通 过 
计算 易 知 , A = - (f,)”=3 >0,f。 =2 >0 ,所 以 (1,0) 为 极 小 点 , 极 小 值 
为 (1,0) = - 1. 注意 到 
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于 是 有 

lim _ /f(x,y) =+% 或 lim _ f(x,y) =+%. 
由 此 可 见 ， fw) 在 在 全 平面 上 无 最 大 值 市 另 一 方面 , 3M >0, 当 |x| 三 或 
|y| 宇 必 时 








f(x,y) > f(1,0) =-— 
即 fx,y) 在 有 界 闭 域 : |x|M, |y| 三 M 上 的 最 小 值 -1, 必 是 fx,y) 在 全 平面 上 
的 最 小 值 . 
解法 2 先 固 定 x , 求 minf/(%,)) .将 f(x,y) 改写 为 : 


a | 

















4 2 4 
显然 ， 
: 3 3 _ 工 
min f(ay) = 了 -5 下: 
于 是 
min minf(x,y) = min [3(x 主 1 ) 三 1|=- 
xeR yeR xeR 4 
故 


min f(x,y) = 一 
(xyY) ER’ 


又 由 fA(0,y) = y+y 可 知 ,f(x,y) 在 R 上 无 最 大 值 . 
解法 3 用 配方 法 . 


fs) = (4 1-7) + -1>-1, 


且 A1,0) = -1 即 最 小 值 为 -1, 但 无 最 大 值 . 
例 6.46 对 三 角形 4BC, 求 3sin4 +4sinB +18sinC 的 最 大 值 . 
解 ” 这 个 题目 有 一 定 难 度 , 在 此 我 们 将 采用 累 次 求 最 值 的 方法 求 其 最 大 值 . 
三 角形 三 个 角 4,B,C 的 取 值 范围 为 
(A,B,C) e DA |(a,B,y)la+B+t+y = 7,a >0,B >0,y >01. 
首先 , 求 3sin4 +4sinB +18sinC 在 D 的 闭 包 
= |(a,B,yY)la+B+y = 7,a 宇 0,B=0,y==0| 
上 的 最 大 值 ,此 时 有 
max 3sin4 + 4sinB + 18sinC) 


(4A,B,C) e 


= max (3sin4 + 4sin(A + C) + 18sinC) 
cE0 


= max max 3 + 4cosC)sinA + 4sinCcos4 + 18sinC) 


0sCsm™ 0<A<7- 
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= max max (WwW(3 +4cosC) + 16sin’C. Vsin 4 +cos 4+18sinC) 


0 三 C 三 站 0 三 4 三 T-C 


= max( V25 + 24cosC + 18sinC). 


0sC<7 


f(C) = V25 + 24cosC + 18sinC,C ee [0,7]. 
由 于 


max sinC = max sinC, max cosC > max cosC, 
Ce [o,3] Ce [3 ] Ce [o,3] Ce 了 =] 


所 以 AC) 在 [0,r] 上 的 最 大 值 实际 上 在 |0, 工 | 上 取 到 . 因此 ,只 须 考虑 /(C) 在 


[0, 们 | 上 的 最 大 值 即 可 . 


令 


f'(C) = 18cosC - 1l2sinC  _0 
25 + 24cosC 
可 得 
(8cosC -1)(27cos’C + 32cosC +4) = 0. 


解 之 可 得 C = arccos 豆 于 是 


Max fC) | = maxty(areeos 寺 Ko) (对) 


35 \7 
4 
下 面 求 3sin4 +4sinB +18sinC 在 的 边界 上 (4,B,C 之 一 为 零 ) 的 最 大 值 . 

若 4=0, 则 有 +C =T, 此 时 目标 函数 变 成 4sinB +18sinC =22sinB, 易 见 最 大 值 
为 22; 

若 有 =0, 则 4+C =T, 此 时 目标 函数 变 成 3sin4 +18sinC = 21sin4 , 易 见 最 大 值 
为 21; 

车 C =0, 则 4+ 刀 =T, 此 时 目标 函数 变 成 3sin4 +4sinB =7sin4, 易 见 最 大 值 为 


35 V7 
,7 ,23| = 4 


=max| 








综 上 可 知 , 所 求 的 最 大 值 为 max| 35 22| -2 


类 题 已 知 x,y,z 为 实数 , 且 e* + 疡 + |z| =3, 证 明 ; 
ey |z|<1. 

提示 记 a=e ,b= 六 ,c= |z|, 则 a,6,c 是 三 个 非 负 实 数 ,所 求 问题 转化 为 计算 

二 元 函数 we,0) =ab(3 -a -0b) 在 有 和 界 闭 区域 D=|(a,b)la +b<3,4>0,b>0| 上 
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例 6.47 证 明 : 
xy) =y2(1-x) <e ,0 <x<1,0 <y<+%. 
(吉林 大 学 ). 
证 明 只 要 证 明 f(x,y) 在 区 域 0 <x < 1,0 <y <+o 上 的 最 大 值 小 于 e” 
即 可 . 
显然 ,f(x,y) 在 区 域 0 < x < 1,0 < y <+% 的 边界 上 和 恒 为 0, 而 在 区 域内 部 
f(x,y) > 0. 由 于 lim Nx,y) = 0 ,因此 , 它 的 最 大 值 只 能 在 区 域内 部 达到 . 


令 

















= yx (yy -xy -x) =0, 
fs =x’(l -x)(l+ylnx) =0. 
注意 到 0 < wxw < 1,y > 0 ,上 述 方程 组 可 化 为 : 
TA = 0， 
1l+ylnx =0， 
即 
y(1 -x) = x,x” = e 
在 这 样 的 点 上 , f(x,y) = yx’(1 -x) =xe”<e” , 即 f(x,y) 在 区 域 0 <x <1， 
0 <y <+ % 上 的 最 大 值 小 于 e” . 
3 呵 
8 


类 题 证 明 sinx. siny. sin (x +y) < (0 < x,y < 7) (中 科 院 ). 





例 6.48 证 明 :过 一 三 en 了 对 x 宇 0,y 三 0 成立 . 


证 明 将 原 不 等 式 变 形 为 
(x +y)e*’<4e ,Vx=0,y=0. 
这 样 就 将 问题 转化 为 求 f(x,y) = (和 + 入 )e 在 区 域 D = | (x,y) lx 三 0,7 三 0| 
上 的 最 大 值 . 


令 


f(x,y) = e “7(2x -x -y) = 0， 
f(x,y) = e "(2y -x -yy)=0. 
解 之 可 得 ,在 D 的 内 部 有 了 唯一 驻 点 (1,1), 且 f(1,1) = 2e™. 
注意 到 , Vx > 0, limf(%,y) =0 和 Vy > 0, lim f(x,) = 0, 所 以 f(x,y) 在 
D 的 内 部 最 大 值 为 1(1,1) = 2e. 
下 面 求 /(x,y) 在 DD 的 边界 上 的 最 大 值 . 
在 y =0 上 ,f(x,0) = xie™*,x 宇 0. 
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令 A(x,0) = 0, 可 得 驻 点 x = 0,2. 此 时 了 (0,0) = 0,f(2,0) = 4e”. 因此 ， 
f(x,y) 在 y = 0 上 的 最 大 值 为 4e”. 

同 理 , f(x,y) 在 x = 0 上 的 最 大 值 为 4e”. 综 上 ,f(x,y) 在 D 上 的 最 大 值 为 
4e™” ,B(x +y)e”*’<4e",Vx=0,y=0. 

例 6.49 试 求 函 数 /f(x,y,z) = (ax + by + cz)e-“*”**) 的 最 大 最 小 值 ,其 中 
a +b +c >0. 


解 令 f/. = 0,f, = 0,f. = 0 可 得 





2x(ax +by +cz) = a, (1) 
je +py +cz) = 0， (2) 
2z(ax + by +cz) = c. (3) 


(1) xa+(2) xb+(3) xc 可 得 
2(ax +by+cz) =a +b +e, 


a +b +e 
ax +by+cz=+ 7 


记 r7 = V2(a ”+b +c) ,由 式 (1) 式 (2) 式 (3) 可 得 两 个 驻 点 . 
a br a b C 
(oo 
函数 f(x,y,z) 在 这 两 个 驻 点 处 的 值 分 别 为 -一 和 - -一 . 
函数 f(x,y,z) 在 这 两 1 但 到 为 -下 > 
下 面 我 们 将 说 明 这 两 个 值 就 是 /在 R 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
考虑 以 原点 为 中 心 , p 为 半径 的 球面 5S,:x = pcosa,y = pcosB,z =pcosy. 
在 9， 上 ,f(x,y,z) = pe (acos Qa +bcosB+tccosy). 所 以 
[flx,y,2) | (alt |b|+ lel)pe7 一 0(p 一 + oo ). 
从 而 存在 p。> 0 ,使 当 p = Vx +y +z 三 po 时 ,有 


即 





[f(x,y,z)|< 


由 此 可 见 , /在 整个 RY 上 的 最 值 与 它 在 有 界 闭 域 D = | (x,y,z) |p < p,| 上 的 最 
值 相同 . 由 上 式 知 , /在 D 上 的 最 值 一 定 在 DD 的 内 部 达到 ,因而 必 在 驻 点 处 达到 , 故 


救 个 Rs 4 时 .最 \ 什 分别 [> 三 大 . 
三 在 整 了 上 的 最 大 、 最 小 值 分 别 为 En 上 
1 


例 6.50 求 f(x,y,z) = zz 在 条 件 二 十 十 
r > 0) 下 的 极 小 值 ;并 证 明 不 等 式 











= T(x > 0,y > 0,z > 0， 
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其 中 a,b,c 为 任意 正 实数 . 
解 ” 构 造 拉 格 朗 日 函数 


L(x,y,z,A) = xyz + A (J 十 十 二 二 | 
% 








y Zz r 
今 
L, = yz es 0, 
x 
L,=z 要 = 0， 
了 
L. = xy = = 0， 
z 
Re 
XxX yy 2 r 








由 式 (1) . 式 (2) . 式 (3) 易 得 


1 1 1 3XYZ 
+ 一 + 一 = 人 
下 y 名 人 





3/. 





将 它们 代入 式 (4) 求 出 = 去 ,从 而 解 出 驻 点 为 v = y = z = 3r,A = (37) 








下 面 来 判断 这 个 驻 点 是 极 小 值 点 . 


由 LL 人 二 二 L = < PN 
和 


yy 3 3°72z 3 9 wy yx ? 
芯 





Le = 5, =7y,L,,. =L,=% 


Xz 2 zy ? 


可 得 荆 在 驻 点 已 处 的 海 色 阵 


6r 3r 37 
H(P,) = |3r 6r 37|. 


3r 3r 6r 
因为 
人 6r 3r 3r : 
16r| = 6r > 0， = 27r” >0,3r 6r 3r|= 108r > 0， 
ea 3r 3r 6r 








所 以 HH(P,) 正定 , 故 驻 点 为 极 小 值 点 ,而 且 极 小 值 为 f(37,37,3r) = (37)”. 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


注意 到 在 x > 0,y > 0,z > 0 上 ,变量 x,y,z 中 任何 一 个 趋向 于 + o ,都 将 有 
广 + o ,所 以 f 在 第 一 卦 限 的 最 小 值 必 在 有 界 区 域 D = | (x,y,z) |p 志 po,x,y,z > 01( 其 


中 p。> 0 是 一 个 适当 的 正常 数 ,p = Vx +y +z) 上 取 到 . 而 由 约束 条 件 知 , x,y,z 


第 六 讲 ”多 元 函数 的 溅 分 学 “269 





中 均 不 可 能 趋向 于 0, 因 此 了 在 第 一 卦 限 的 最 小 值 必 在 D 的 内 部 取 到 . 由 于 /在 D 的 内 
部 有 唯一 的 极 小 值 点 ,所 以 这 个 极 小 值 点 也 是 最 小 值 点 , 且 最 小 值 为 (37)”. 这 样 ， 


ce 时 ,有 xyz 三 (37).. (5) 
y 2 r 








当 x 人 加 十 
和 





令 x = a,y = 6,z=c, 则 r= ( 十 


1 ) ,代入 不 等 式 (5) ,有 
m9 | 


-1 
| < Va5c (a >0, >0,c >0). 
c 


1 1 
a b 
abc 三 [3( 二 + 地 


例 6.51 求 x > 0,y > 0,z > 0 时 ,函数 
f(x,y,z2) = lnx+2lIny+31nz 
在 球面 x* +y +z = 6r 上 的 极 大 值 ; 并 证 明 当 a,b,c 为 正 实数 时 ,有 
2 +b+rcY 
abre’ < 108 (+L+e). 
6 
(清华 大 学 ). 
解 ” 构 造 拉 格 朗 日 函数 
L(x,sy,27) = Inxy+2lny+3lnz+A( +y +z -6r). 
令 Ee 0 
% y 交 
LL =x +y +2 -6r =0. 


解 出 驻 点 为 x =7,yY = V2r ,2 = 3r,A = -2 


下 面 来 判断 这 个 驻 点 为 极 大 值 点 . 
由 Rs 
多 o> 7 也 
Le 0 


可 得 工 在 驻 点 P, 处 的 海 色 阵 





2 
5 0 0 


一 








一 








显然 也 (PP,) 负 定 , 故 驻 点 为 极 大 值 点 ,而 且 极 大 值 为 f(r,V27,Y37) = ln(6.375). 
因为 f 在 球面 + 六 +z = 6r 位 于 第 一 卦 限 的 部 分 上 连续 ,所 以 f 必 在 其 上 
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次 














取 到 最 大 值 . 注意 到 当 动 点 趋向 于 边界 线 ( 其 上 x,y,z 之 一 为 0) 时 ,一 -oo , 故 f 
的 最 大 值 只 能 在 内 部 取 到 ,而 内 部 有 唯一 的 极 大 值 点 ,因此 这 个 极 大 值 点 也 必 是 最 
大 值 点 , 且 最 大 值 为 A7,v27,Y37r) = In(6 v3m) , 即 
当 x > 0,y > 0,z > 0 且 满 足 x +y +z = 6r 时 ,有 
2 3 6 x +y +a 
xyz 6 /3r 6 3( 6 ) 5 
取 x” = a,y = 6b,z =c, 上 式 变 为 ; 
十 1 这 a+br+rc 
a be? <68 (ete+) 








两 边 平方 , 即 得 
6 
abc < 108 (“+ 2+e) . 
6 


例 6.52 设 有 一 座 小 山 , 取 它 的 底面 所 在 的 平面 为 xOy 坐标 平面 ,其 底部 所 

占 的 区 域 为 D = (x,y) |x + 一 xy 三 7514 .小 山 的 高 度 函数 为 
h(x,y) =75 -x —y +xy. 

(1) 设 M(x%o ,yo) 为 区 域 D 上 一 点 , 问 h(x,y) 在 该 点 沿 平面 上 什么 方向 的 
方向 导数 最 大 ? 奎 记 此 方向 导数 的 最 大 值 为 g(x。 ,yo) , 试 写 出 g(x。o ,yo) 的 表 

(2) 现 欲 利用 此 小 \ 山 开展 攀岩 活动 ,为 此 需要 在 山脚 寻找 一 上 山坡 度 最 大 的 
点 作为 攀登 的 起 点 . 也 就 是 说 ,要 在 DD 的 边界 线 x +y -xy =75 上 找 出 使 (1) 中 的 
g(x,y) 达到 最 大 值 的 点 . 试 确定 攀登 起 点 的 位 置 (数学 I). 

解 (1) 高 度 聘 数 h(x,y) 在 点 必 (%o ,yo) 处 的 梯度 是 

grad 万 | we 30) = (Yo -2xo,Xo0 — 20 小 
由 梯度 的 几何 意义 知 , 沿 此 梯度 方向 ,高 度 函 数 h(x,y) 的 方向 导数 取 最 大 值 ,并 
且 这 个 最 大 值 就 是 此 梯度 的 模 . 于 是 
g(x0,70) = V(yo — 2x0) +(xz — 270) = V5x0 + 5 — Bxoyo. 

CI 7) = g(x,y) = 5x +5y -8xy. 依 题 意 ,只 需求 函数 作 x,y) 在 约 
束 条 件 x + y -xy = 75 下 的 最 大 值 点 即 可 . 

令 L(x,y,A) = Sx + 5y 一 8xy + A(Cx +y -xy -75), 则 由 








L, =1l0x-8yr+AC2x-y) =0， (1) 
L, = 10y - 8x +A(2y -%) = 0, (2) 
L, =x +y -xy =75, (3) 


可 得 
(x +y)(A +2) =0, 即 x+y=0 或 和 二 一 
当 x+y=0 时 ,由 式 (3) 可 得 :* =+5,y = 干 5; 
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当 和 = -2 时 ,由 式 (1) 得 :y =x. 再 由 式 (3) 可 得 :x = y =+ 上 5w3 .这 样 就 得 

到 了 四 个 驻 点 : 
Mi(5, -5),M,(-5,5),M(5vy3,5v3),M(-53, -5V3). 
计算 可 知 ， 
fM) = Ff(M,) = 450,F(Ms) = A Mi) = 150， 

故 Mi ,Ms 点 都 可 作为 攀登 的 起 点 . 

例 6.53 求 函数 x,y) = ax +2bxy +cy 在 闭 区 域 D = | (x,y) Ix +y 1 | 
上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 这 里 六 -ac < 0,a,b,c > 0. 

解 ” 先 考虑 DD 的 内 部 int D = | (x,y) |x* + yy < 1 ,这 是 无 条 件 极 值 问题 . 


令 


人 = 2ax + 2b0y = 0， 
f, = 2bx +2cy = 0. 
由 如 ac <0 知 ,方程 组 的 系数 行列 式 不 等 于 零 ,因此 方程 组 只 有 零 解 x = 0,y = 
0 , 即 (0,0) 点 是 驻 点 . 通过 计算 易 知 ,在 (0,0) 点 
A=/f, =24,B =f, =20,C =f, = 2c 
A=AC-B =4(ac-b) >0,4>0. 
所 以 (0,0) 点 是 /的 极 小 值 点 , 极 小 值 为 f(0,0) = 0. 
再 考虑 DD 的 边界 9D = | (x,y) |w* + = 1| ,这 是 条 件 极 值 问题 
构造 拉 格 朗 日 函数 
L(x,y,A) = ax +2bxy tecy -A(x +y -1). 








令 
L, = 2ax + 2by -2Ax = 0， (1) 
L, = 2bx +2cy -2Ay = 0， (2) 
b= + -1=0. (3) 


(1) x +(2) x 方 ,并 注意 到 式 (3) ,可 得 


xy) = A(x +y) = 和. 
下 面 来 求 和 的 值 . 
由 (3) 知 ,由 方程 (1) (2) 所 构成 的 方程 组 有 非 零 解 ,因此 其 系数 行列 式 等 于 
零 , 即 
人 — (a+c)A +ac-b’=0. 
因为 A = (a +c)? -4(ac -如 ) = (a -c)?+4b > 0, 所 以 ,关于 和 的 方程 
有 两 个 相 异 实 根 , 即 


米 ， 5 ~ 
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Ai， = 3[(a +c)+ 上 wV(a+c) -4(ac -0 )]. 


由 于 连续 函数 /在 有 界 闭 集 9D = | (x,y) |x* + y = 1| 上 必 存 在 最 大 值 和 
最 小 值 ,因此 了 在 9D 上 的 最 大 值 为 A, ,最 小 值 为 A,. 将 其 与 D 内 部 的 极 值 f(0， 
0) 作 比 较 , 就 得 到 了 在 D 上 的 最 大 值 为 max| 和,0| = A ,最 小 值 为 min|A,,01 
=0. 

类 题 ” 求 函数 Kx,y) = 2x +12xy +y 在 区 域 x +4y < 25 上 的 最 大 值 与 最 
小 值 (复旦 大 学 ). 

注 6.9 从 本 例 的 求解 过 程 可 以 看 出 ,二 元 二 次 型 f(x,y) 在 圆周 x*” +y = 1 
的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 等 于 该 二 次 型 矩阵 的 最 大 特征 根 和 最 小 特征 根 . 对 一 般 情 


形 , 这 个 结论 仍然 成 立 , 即 二 次 型 > ixi( ai = or) 在 n 维 单位 球面 =1 上 


的 最 大 值 和 最 小 值 也 分 别 等 于 该 二 次 型 敌阵 4 = 二 _ 的 最 大 特征 根 和 最 小 特 
征 根 . 


例 6. S4 椭 球 面 + 入 十 TT = 1 被 过 原点 的 平面 2x + y +z = 0 截 成 一 个 杭 


圆 , 求 此 椭圆 的 面积 
解 ”只 要 求 出 椭圆 的 长 . 短 半 轴 即 可 . 设 (x,y,z) 人 点 i 


点 的 距离 为 4 = Vx +y +z ,这 样 问题 就 转化 为 求 4 在 约束 条 :从 + 只 + 本 = 























2 
1 和 2x +y+z = 0 下 的 最 值 问题 . 
构造 拉 格 朗 日 函数 
L(x,y,z ,AM) =x +y +2 
x? 史 
+A(S+y + 1)+u(2n +y +2z). 
令 
L, = 2 + SAs +24 = 0， (1) 
L, = 2y +2Ay + = 0, (2) 
L =2z+Az+ 人 =0， (3 ) 
x” 2 2 
et (4) 
L,=2%*+y+z=0. (5) 





在 式 (1) . 式 (2) . 式 (3) 两 边 分 别 乘 以 x,y,z 相 加 ,并 利用 式 (4) . 式 (5) 可 得 
A=-a. 
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将 上 式 代 入 式 (1) 可 得 
(qd -3)x = 3. 
若 d =3, 则 /=0. 代 入 式 (2) 式 (3) 两 式 可 得 :y =z =0 ,再 由 式 (5) 可 得 : 
x = 0. 这 显然 不 满足 式 (4) ,所 以 dq -3 关 0 ,于 是 




















-3 
“= 3 (6) 
同 理 ,将 和 = -4 分别 代入 式 (2) 式 (3) 可 得 
几 >=2_kK 
a 1 a “有 


将 式 (6) 式 (7) 代 入 式 (5) 可 得 
ou ,| Kk 1 Kk -0 
-3 2(2-1) -2 
消去 (因为 关 0) ,整理 可 得 
15(d’)” -49d +36 = 0. (8) 
因为 水 数 4 =x +y +z 在 有 界 闭 集 D | 本 5 四 +Yy 和 =1,2 +7y+2 = ol 
上 连续 ,所 以 在 D 上 一 定 存在 最 大 值 和 最 小 值 , 且 它 们 分 别 是 方程 (8) 的 大 根 和 


小 根 , 即 它 们 分 别 是 椭圆 的 长 短 半 轴 的 平方 . 由 韦 达 ( Vitte) 定理 ,有 di. d; = 和 





= 号 ,于 是 椭圆 的 面积 为 s = mdid = 2 

例 6.55 求 a 之 值 ,使 得 椭圆 握 + = 1 包含 国 (x 1)? + = 1, 且 面 积 
最 小 . 

解 椭圆 的 面积 9 = nab. 先 求 a,b 所 满足 的 约束 条 件 o(a 让 = 0 

欲 使 S 最 小 ,必须 要 求 椭圆 与 圆 相 切 ,在 切 点 处 纵 坐 标 y 值 和 和 斜率 y' 值 应 相 
等 , 即 











1- (x-1)* = 六 (1 -每 )， (1) 
2 (2) 
y a y 
从 式 (2) 中 解 出 x = 二 严 (a 天 8) ,代入 式 (1) 可 得 : 
p(a,b) =a -ab +b =0. 
构造 拉 格 朗 日 函数 


L(a,b,A) = mab -AAA —- ab + 06). 
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由 
L =TD-2Aa(1 -6 ) =0， 
L, = ma -2A(2b -~ a’b) = 0， 
L, =-(a -ab+b)=0 





人 三 | 二 3 有 
解 之 可 得 : a = 万 = 
由 于 实际 问题 存在 最 小 值 , 所 以 这 
3 v3, 


Uh 


2 
例 6.56 求 由 方程 
x +2y +3z -2xy -2yz-2=0 


文 唯一 的 极 值 点 必 是 最 小 值 点 ,最 小 值 Sw。= 


所 确定 的 隐 函 数 z = z(x,y) 的 极 值 . 
解法 1 直接 法 . 对 方程 两 边 分别 关 于 x,y 求 偏 导 

2 二 0zz = 2y =27y2, = 0， (1) 

4y + 6zz, — 2% — 2z — 2yz, (2) 





= 0. 


令 z = 2 = 0 ,可 得 
% = y， 27 -~-% -2z = 0. 


由 此 得 y = x,z = x. 代入 原 方程 可 得 
(= ,=1, 1Y. 


在 式 (1) 式 (2) 两 边 再 求 偏 导 可 得 
1 +32 + (3z -7y)z,. 


3z.z -1 -za +(3z-y)zy =0, 


即 有 两 个 驻 点 (1,1,1) 和 


党 i 


=0. 


2 + 3z 一 2z, + (3z — y)z,, 








在 驻 点 (1,1,1) 处 算得 : 4 = z。 = -本 B = za = 了 C =a =-1， 
A = 4C -下 = 二 > 0 ,所 以 驻 点 (1,1,1) 为 极 大 值 点 , 极 大 值 为 z = 1. 
在 驻 点 ( -1, - 1, -1) 处 算得 :4 = z= 方 ,B= 坟 =- 方 (= 太 =1 


A=AC-P = 了 > 0 ,所 以 驻 点 ( -1, -1, -1) 为 极 小 值 点 , 极 小 值 点 为 z = -1. 


解法 2 ea 取 目 标 了 水 数 为 f(x,y,z) = z ,约束 条 件 为 x* +2y +3z -2xy - 


2yz -2 = 0. 构造 拉 格 朗 日 函数 ; 
L(x,y,z,A) =z+A(x +2y +3z -2xy -2yz -2). 


令 
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(3) 


L =2A(x-y) =0， 
(4) 


L, =2A(2y -x-z) =0, 








L.=1+2A(3z-y) =0, (5) 
1 = x +2y +3z -2xy -2yz -2 =0. Le 
由 式 (5) 可见, 关 0 . 于 是 可 解 出 x =y =z =+1,A = 于 元 
下 面 来 判断 驻 点 是 否 为 极 值 点 . 
Ls = 2A,L, = 4A,L, = 6A,L, = L, = -2A， 
L, = 了. =0,L,=L, =-2A. 
在 驻 点 (1,1,1) 处 ,相应 地 = - 地 , 海 色 阵 为 
1 1 
0 
1 1 
H =| 一 至 
1 3 1 
1 3 
0 3 加 
它 的 主 对 角 线 行列 式 为 ;:A = -于 <0,4; = 六 > 0 =- 闻 <0, 所 以 有 负 


定 , 故 驻 点 (1,1,1) 为 极 大 值 点 , 极 大 值 为 z 





在 驻 点 ( -1, -1, -1) 处 ,相应 地 A = 地 , 海 色 阵 为 
1 1 
1 1 
8 | _ 工 |. 
2 2 
1 3 
“3 


它 的 主 对 角 线 行列 式 为 ; A = 二 > 0,4; = 二 > 0,4， = 于 > 0 ,所 以 本 ,正定 ， 


故 驻 点 ( -1, -1, -1) 为 极 小 值 点 , 极 小 值 为 z = -1. 
例 6.57 设 三 角形 的 三 个 顶点 分 别 位 于 曲线 fx,y) = 0,p(x,y) = 0,w(x， 
y) = 0 上 .求证 : 知 三 角形 的 面积 达到 极 值 , 则 曲线 在 三 角形 顶点 处 的 法 线 都 通过 


该 三 角形 的 重心 (华中 工学 院 ). 
证 明 如 图 6-6 所 示 : 
若 三 角形 面积 达到 极 值 , 即 函 数 
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P(Xy)=0 











f Cy)=0 


图 6-6 例 6.56 图 
xy 1 
四 (xi ,NX ,Xs ,yi ya 73 ) = x, y, 1 


x3 ya 1 
= XY) + Xoy3 + Kay — Kay — XY 
在 条 件 f(x1,y) = 0,w(%wy,yy) = 0,9(%3,y3) = 0 下 达到 极 值 . 
构造 拉 格 朗 日 函数 
L(x Ma Ma Y1 YY3 ;A ,A ,A ) 
= D(x ,NX ,X31 YY3) + 


A Fx,7) + A Ny, ) + AsPp( NX ,ys). 
由 取得 极 值 的 必要 条 件 可 知 : 





0 
1 =n -n+ =0， 
Xl 
了 Se 
1 Oy, 
0 
Ls = -+h =0, 
2 
L, Sp We 
人 “0y, 
0 
0 





L, EP 


一 %1]3 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 
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车 区 =0 ,由 式 (2) 知 , x, = xs. 由 此 知 , 和 4BC 的 BC 边 与 x 轴 垂直 ,上 且 曲 线 


sy) = 0 上 在 点 4 处 的 切线 平行 于 y 轴 ,所 以 点 4 处 曲线 的 法 线 与 BC 垂直 , 即 
点 4 处 的 法 线 过 A4BC 的 重心; 


着 六 x 0 , 则 曲线 Kx,y) = 0 上 点 4 处 的 切线 人 率 为 


dy 本 of [Ff 
da Ox Oy 

而 BC 边 的 斜率 为 be = 于 一 于 ,由 式 (1)、 式 (2) 易 知 , hac = on, a 

xy) =0 在 点 4 处 的 切线 平行 于 BC ,从 而 点 4 处 的 法 线 过 A4BC 的 重心 


同 理 可 证 ;点 B,C 处 的 法 线 也 经 过 人 4BC 的 重心 . 























第 七 讲 多 元 明 数 的 积分 学 


在 这 一 讲 中 ,我 们 将 涉及 含 参 变量 积分 特别 是 含 参 变量 广义 积分 、 重 积分 、 曲 
线 积分 与 曲面 积分 等 重要 内 容 . 这 一 讲 侧重 于 计算 和 计算 的 技巧 ,但 理论 也 将 适当 
兼顾 . 


1. 含 参 变量 正常 积分 
(1) 连续 性 定理 设 f(x,y) 在 闭 区 域 D = [a,b] x [c,d] 上 连续 , 则 


19) = [fxs9) ds 


讨 


在 [c,d] 上 连续 
(2) 积 分 次 序 交 换 定理 设 /x,y) 在 闭 区 域 D = [4,5] x [c,d] 上 连续 , 则 
fav fr) a = asf fxs7) dy 
(3) 可 微 性 定理 设 fx,y) ,f(x,y) 都 在 闭 区 域 D = [a,b] x [c,d] 上 连续 ， 
则 7(y) 在 [c,d] 上 可 微 , 且 在 [c,d] 上 成 立 
709) = [f(x,p) dr. 
又 设 a(y) ,5(y) 在 [ed] 上 可 微 ,满足 a < a(y) < bya < b(y) < 5, 则 
FO) = [fp) a 
在 [c,d] 上 可 微 , 且 成 立 
PO) = {fd tf (0) DO) -aa 


注 7.1 由 于 连续 性 和 可 微 性 刻画 的 都 是 函数 的 局 部 性 质 ,所 以 将 定理 中 闭 
区 间 [c,d]j 改 为 开 区 间 (c,d)(c 可 以 是 - w ,qd 可 以 是 + w ) , 相应 地 连续 性 定理 
和 可 微 性 定理 的 结论 在 (c,d) 上 仍 成 立 . 

但 可 积 性 刻画 的 是 函数 的 整体 性 质 ,一 般 不 能 将 闭 区 间 改 为 开 区 间 . 例如 , 郴 
数 


f(x,y) = -世博 


(x +y)? 
在 [0,1] x (0,1) 上 连续 . 易 见 











和 











(好 二 Wy x a 
于 是 
hn) - | 0 Ti)y ”1 So 
| af fs) dy -| 四 = 本 
类 似 地 ,有 
[ore =- 人 is -于 


这 表明 积分 次 序 不 能 交换 
(4) 求 参 变量 积分 常用 的 方法 
如 果 直 接 求 /(y) = (x,y) dx 有 困难 ,常用 如 下 两 种 方法 





1) 先 求 了 (7) , 即 先 求 | ,C4,y) dx, 然 后 再 对 积分 求 出 19); 
2) 把 /(x,y) 表示 为 积分 形式 ,然后 再 交换 积分 的 次 序 
例 7.1 求 横 限 jin| 一 

+ (+ 三 | 


解 ”这 个 题目 在 第 五 讲 中 我 们 曾经 用 狄 尼 定 理 做 过 ( 见 例 5. 30) ,在 这 里 我 们 





























将 用 连续 性 定理 来 求解 . 
将 离散 变量 n 改 成 连续 7 Be 
Ox1,0 <y1, 
eo rr 
Fs 0<x1,y =0. 
显然 "fsy) 在 [0,1] Cs 续 , 由 连续 性 定理 ,有 
原 极限 = lim[ i ln. 
mh ol+te Te 


例 7.2 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,研究 函数 
-一 | t 
PFCD) = | 3 zf) 





的 连续 性 . 
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解 “ 显 然 责 站 在 (=w ,二 如 ) 上 有 定义 . 记 罗 2 让 二 2 半 VAWE 站 转 


和 +i 





to 关 0. 由 于 h(x,t) 在 [0,1] x [i -6,t,。+6]( 取 6 > 0 适当 小 使 0 不 属于 
[to -6,to。 +6]) 上 连续 ,所 以 根据 连续 性 定理 F(1) 在 点 4 处 连续 . 
下 面 讨论 F(1) 在 和 = 0 处 的 连续 性 . 先 考虑 


， dx 
将 积分 分 成 两 段 来 计算 . 
1 t 让 1 
| ss = | + sn) + hn), 
而 当 1 一 0: 时 ， 
1() =f(é)arctan Of(0) 工 ， 


t _ 0 


[PCD | 三友 





2 > 
13 再 玫 


其 中 = max A%). 因此 ， 
JimFCGD) = A0) 3. 
同 理 可 证 
limF(t) =- 灰 0) 二 。 
由 此 可 见 , 仅 当 大 0) = 0 时 ,F(D 在 0 点 连续 ,否则 在 0 点 不 连续 . 


sin (hn 二 jd 


能 = 
ln yx 
解 当 x 一 1- 和 wx 一 0' 时 ,被 积 函 数 趋 向 于 0, 所 以 积分 是 正常 积分 . 注意 到 
b a b 
% 一 和 | way, 


ln x 





例 7.3 设 a >0,b > 0, 求 | 





则 原 积分 可 写成 
7 = arf esinfm 二 joy 
由 于 f(x,y) = wsin(In 二 ) 在 [0,1] x[a,b]( 设 a <5) 上 连续 ,所 以 积分 次 序 可 


交换 , 即 


7 = fay esinfm 二 jd 





记 1(y) = [esin(m 二 jd , 连续 使 用 分 部 积分 法 可 得 








1(y) = 和 sin(In 二 ) 


| 1 ee L | 
| + hos (In TF)ds 











1 1 
一 一 了 
CE 
即 
1 
(9) 1+(y+1)’ 
于 是 
b dy 
[= | jd = arctan(b +1) -arctan(w + 1). 


例 7.4 a (Jal < 1). 


0 tan x 


解 记 f(x,a) - arctan(atan 4%) ， 因为 lm f(x,a) =a,lim f(x,a) =0, 所 
tan % x0+ 2 


以 积分 7 为 正常 积分 . 若 补 充 定义 





T 
0， 人 7， 
f(x,a) = arctan(atan x) ee (o | 
tan x “9 
a, pr 














则 J(x,a) 在 [0, 开 |]x (- 1,1) 上 连续 . 而 显然 


xe [0 “a 








f(x,a) = 1 + a tanx 9 
0， je 
也 在 [0, 开 ]x (1,1) 上 连续 . 由 可 微 性 定理 ,有 
/ 2 dx _ du 入 二 
1 | | (1 +aw)(l+wu) CT Si) 
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1 1 
1 本 
= 二- | Erik 
a 
T 1 
EE = 
T 1 nT 
= 了 el!) = 
2 a -1l T 1 0 
2 Ta 2< 


由 于 a = 0 时 ,1(a) = 0, 所 以 
当 a 二 0 时 ,1(a) = Fln(1 +4); 当 a <0 时 ,I(a) =- 了 mdl — a). 


注 7.2 从 本 例 的 求解 过 程 可 以 看 出 ,有 时 连续 性 条 件 并 不 满足 ,需要 人 为 地 
补充 个 别 点 的 定义 ,使 之 符合 积分 号 下 求 导 ( 求 积分 ) 的 条 件 . 


例 7.5 设 f(1) = ([ ear) el) = | de 证 明 : f(t) +g(t) = 








并 由 此 计算 | e 
证 明 由 可 微 性 定理 ,有 
)/ _ -2 ' —x2 _ 。 一 (12+x2) 
a | |e 
1 1 
/ cs 一 (1+x2)12 ne —(t2+x202) 
g(t) = ?| e tdx = ?| 。 d(xt), 
今 xt 加 y, 则 g'(t) 加 -2[e dy 二 -f/f'(1) ， 


f'(1) +g'(t) = 0. 
对 上 式 两 边 从 0 到 1 积分 可 得 


flt) + g(t) = 7 


今 1 一 +w ,有 


2. 含 参 变量 广义 积 
合 参 变 量 无 穷 积分 | (x,y)dy 与 函 数 项 级 数 > w(z) 都 是 对 机 数 的 求 


“和 ”问题 ,前 者 是 连续 的 求 和 ,后 者 是 离散 的 求 和 . 因此 ， 它们 的 一 致 收敛 定义 及 
判别 法 和 各 种 性 质 都 是 平行 的 ,希望 同学 们 将 其 作 以 比较 . 


(1) 含 参 变量 无 穷 积分 | /(*,y) dy 在 /上 一 致 收 化 是 指 : Ve >0,3j4A, > au， 
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VA > 4,,Vx e 1, 有 
fA -| fp ey 


[ 广 /wyy) ey 在 TI 上 不 一 致 收 化 是 指 : 3s。 > 0,V4 > a, 34' > 4, 4x 7 


< 2. 


= | 三 Han 





三 rear|> EU 
命题 7.1 合 参 变量 广义 积分 ”f(x,y)dy 在 /上 一 致 收 伍 的 充 要 条 件 是 


imaC) =0, 其 中 5(4) = snp /Axey| 

(2) 判定 含 参 变量 广义 积分 一 致 收敛 的 判别 法 

1) 柯 西 收敛 准 则 ;2) M 判别 法 ( 优 函 数 判别 法 ) ;3 ) 阿 贝尔 判别 法 (简称 A- 
法 ) ;4) 狄 利克 莱 判 别 法 (简称 D- 法 ) ; 

5) 狄 尼 定 理 :; 设 f(x,y) 在 D = [a,B] x [a, + o ) 上 连续 上 且 不 变 号 , p(x) = 
| (ew) 和 y 在 [a,B] 上 连续 , 则 | (4,y)qy 在 La,B] 上 一 致 收 人 

(3) 判断 含 参 变量 广义 积分 不 一 致 收敛 常用 的 方法 :1 ) 按 定义 ;2) 按 柯 西 准 
则 , 即 3ese >0,VY4>a,3j4' ,4 >4 及 xx ee 了 ,使 得 


A” 
A yay | eb 





3) 若 J(x,y) 在 1x [a, + %m) 上 连续 ,so 是 了 的 一 个 聚 点 ,| f(x,y)dy 在 


xo} 上 收敛 ,但 | Kaosy)dy 发 散 , 则 | (x,y)dy 在 7 上 不 一 致 收敛 (用 反 证 
法 ,结合 柯 西 准则 易 证 ) ; 

4) 狄 尼 定 理 , 即 几 xsy) 在 D = [a,B] x [a, + %m) 上 连续 ,p(z) = fx,y)dy 
在 [a,B8] 上 存在 但 不 连续 , 则 | Kx,y)dy 在 [a,B] 上 不 一 致 收 全 

(4) 含 参 变量 积分 的 分 析 性 质 

1) 连续 性 设 /(x,y) 在 D = [a,B] x [a, + wm) 上 连续 , 且 | f(x,y)dy 在 
[a,B] 上 一 致 收 全 于 ep(z) , 则 p(x) 在 [a,B] 上 连续 , 即 Vx。e [a,B],， 有 

lim| fx) dy = | lim Ar,y) dy. 


2) 可 微 性 设 /(x,y) J.(x,y) 在 D 上 连续 ,而 | sx,y)dy 在 [a,B] 上 收 合 
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于 9(z) ,三 Acy)dy 在 [a,B] 上 - 致 收 笋 , 则 p(z) 在 [a,B] 上 可 微 , 且 


px) =| fry) dy. 
3) 积 分 可 交换 性 在 连续 性 定理 的 条 件 下 , g(x) 在 [a,B] 上 可 积 , 且 
fal fray = | of Ass) ds 
对 于 [a, + %) x[a,+%) 的 情形 ,有 : 奉 f(x,y) 在 [a, +%)x[a,+%) 
上 连续 ,而 
三 Fax)dz 与 [Ary)dy 
分 别 在 任意 有 限 区 间 [a,B] 与 [a,6] 上 一 致 收敛 . 又 积 / 
[ asf pry) ley 与 { ay[ Ar,y) ld 
中 至 少 有 一 个 存在 , 则 积 
| ax] fr) dy S| yf fxsy) de 
都 存在 且 两 者 相等 
对 无 界 函 数 的 仿 参 变量 积分 也 有 类 似 的 结 
例 7.6 证 明 : | edx. 1) 在 [au, + %)(a。> 0) 上 一 致 收敛 ;2) 在 


(0, + o ) 上 不 一 致 收敛 (南开 ). 
证 明 当 a > 0 时 , 邻 ox = wu, 则 YA >0, 有 


+% 1 f+” 
| Xe “dx = | ue “du 
A Q “Aa 








1) 显 然 7(4) = sup 


elao,+%) 


地 
Q 








十 oo 
| Xe “dx 
4 











二 一 6 
Qo 


由 命题 7.1 知 ， | swear 在 [oo ，+ o ) 上 一 致 收敛. 





0 
(0, + am ) 上 不 一 致 收 钱 

类 题 试 证 广义 积分 J = | edx 在 区 间 0 < a <y < 内 一 致 收 化 ,而 在 
区 间 0 < y < 内 非 一 致 收 剑 ( 中科院 )， 


例 7.7 证 明 :积分 上 wew*sin 2xdx 在 (0 + xm ) 上 不 一 致 收 钱 


+% 
0 


= + om , 故 由 命题 7.1 知 ,| xe-“dx 在 





十 oo 
| Xe “dx 
4 

















sinA 


A 
证 明 VA > 1， | esmssin 2xdx =2 (=-1l)e 有 
1 Sin 1 








sin 4 
= 2 | Le du 
sin1 














界 ,而 当 和 A > 0 时 ,*” 单调 趋向 于 0( 关 于 x ) ,所 以 由 狄 利克 雷 判别 法 知 ,积分 收 
敛 . 
但 对 适当 大 的 自然 数 n ,有 
| es 。sin 2% 1 _ 人 e'sin 21 





2mm x (2nT + E) 
三 | i 2¢dt 
Can?) 
2 a 
7 7 
2 2 ( 当 A 一 0+ 时 )， 
(2nr + 也) 


故 对 任意 大 的 自然 数 n ,都 存在 和 A > 0, 使 上 式 不 小 于 1. 由 柯 西 准则 知 ,积分 在 
(0, + % ) 上 不 一 致 收敛 . 


类 题 证 明 [- 于 和 0qn 关于 yy 在 [a， + wm) (ga > 0) 上 一 致 收 伍 ,但 在 


(0, + o ) 上 不 一 致 收敛 . 
提示 1) 用 D- 法 ; 


2) 用 柯 西 准则 . 取 4 = amd = 3m,y = 元 由 EN 考察 
n 


3 N° 
anm SIN 一 
| n 
一 一 一 dx 
X 


nm 


2 


3 
nm % 3nT 


入 
Nm 
2 x 
| sin -一 dx 5 
nm n 37T 














例 7.8 证 明 ; [| “Sdx 关于 p 在 (1,1) 上 内 闭 一 致 收 伍 . 
证 明 只 要 证 明 : V [po,p;] C (-1,1) ,积分 在 [po,p,] 上 都 一 致 收敛 即 可 . 
由 于 x = 0 是 奇 点 ,所 以 需要 将 积分 分 开 : 

全 we 二 | + 者 = + L,. 
对 而 言 ,注意 到 
COS x 


1 
SS 0 <x 到 1， pe [po,pi), 











由 于 p< 1, 所 以 | 坚 收 全. 这样, 由 Mf 判别 法 知 ,7 在 [pap,] 上 一 致 收 全 
对 包 而 言 , 作 变 换 1 = ** , 则 
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1 [1” cost 
gb 于 | 13(P+1) 
A 
由 于 V4 > 1， | cost dt = |sin 4 -sin 1 | 二 2 一 臻 有 界 .而 
1 1 
ne (t 宇 1,p e [po,pi]), 
£12 (P+1) 1220+!) 


注意 到 p,。+1 > 0, 所 以 当 t1 一 + % be 二 7 一 0 WM 让 关于 7 一任 地 趋向 


于 0. 由 DD- 法 知 , /在 [po,pi] i 
综 上 可 知 , 所 论 积分 在 ( -1,1) 上 内 闭 一 致 收敛 . 
例 7.9 证 明 : I(a) = | [rb < [0,5](0 < 5 < 1) 一 致 收敛 . 


|sin x| 


证 明 这 个 积 OT 所 以 需要 将 这 个 积分 写成 级 数 形式 . 











ed (n+l)m 
I = e dx ee 二 +t 
(a) > pe a 之 2 | 三 a 今 x = nm ) 
1 T 
= 一 一 一 | 一 一 4 
1 — | sin"t 
1 | er 到 
= di + dt] 
1l1-e™ | sin"t | sin 
人 1 
th +hl 








及 | -5 和 《8 < 1) 的 收敛 性 知 ,7 


对 工 而 言 , ! = 0 为 奇 点 .由 < i 
在 [0,5] 上 一 致 收敛 . 
对 五 而 言 ,t = 为 奇 点 .由 上 < 二 及 | (5 < 1) 的 收 化 性 知 , 


b 
sin sin't EE 





在 [0,5] 上 一 致 收敛 . 
综 上 知 , 7(a) 在 [0,b5] 上 一 致 收敛 . 


例 7.10 讨论 函数 
arctan x 
A =| x (2 | 
的 连续 区 间 . 





解 ” 先 确定 Ia) 的 定义 域 , 即 积分 的 收敛 范围 
显然 ,x = 0,x =+% 是 可 能 的 奇 点 . 
a 


N24 > 0 讨 
A ,2 + Xx’) 2 Xe 




















1 
人 arctan % 1 名 
x 收敛 . 


当 x 一 + ow 时 ， Ee ， -由 此 可 见 ， 当 aw+3 > 1， 即 w > -2 时， 
be 


口 人 arctan % 
积分 | 由 收 伍 

综合 起 来 可 知 , 1/(a) 的 定义 域 为 ( -2,2). 

下 面 将 证 明 I(a) 在 ( -2,2) 上 连续 . 为 此 只 需 证 明 7a) 在 ( -2,2) 上 内 闭 一 
臻 收敛, 即 Ya,b] C (-2,2) ,I(a) 在 [a,b] 上 一 致 收 敛 即 可 . 

当 x e (0,1) 时 ,对 a < 5 < 2 ,存在 正常 数 C > 0, 使 得 

arctan%  _- C 2 C 
x (2 + x ) Be Xe-1 > XI 


注意 到 | 全 (5 -1 < 1) 收敛 , 故 由 M 判别 法 知 ,积分 | -etan sd 在 


Xe(2 + 和 3) 
(=- co ,b] 上 一 致 收敛 . 
当 x e [1,+%m) 时 ,对 -2<a<a, 有 








arctan X 7 1 TT, 1 


As 于 = 。 
和 2 (12 十 和 她 ) 2 3 2 3 


由 用 入 (a + 3 > 1) 收 合 , 利 用 MM 判别 法 知 ,积分 -etan sdx 在 





xe(2 + ) 
[a, + o ) 上 一 致 收敛 . 综合 起 来 , 即 知 I(a) 在 [a,b5] 上 一 致 收敛 ,从 而 I(a) 在 
(-2,2) 上 连续 
例 7.11 设 


F(a) =| 7(1-e")eos bidi,b #0. 
证 明 :1) F(a) 在 [0, + o ) 上 连续 ;2) F(a) 在 (0, + om ) 上 可 导 ;3) 求 F(a). 
证 明 由 于 lim 二 (1 -e*) = a, 所 以 = 0 不 是 奇 点 
1) 令 
Re 二 (1 -e )cospb，L>0,a 三 0， 
a, t=0,a 三 0, 


则 f(zi,a) 在 [0, + % ) x [0, + % ) 上 连续 . 若 记 
1 1 +% 1 Ee 人 
F(a) = | 一 (1 -ee”)cos btdt + | 一 (1 -ee“)cos pid 一 一 有 +h,, 
o 1 1 t 





则 由 注 7.1 知 , F 在 [0， + wm ) 上 连续 . 而 对 忆 , 由 5 天 0 知 ,| 二 
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[0, + % ) 一 致 收敛 (至 于 它 的 收敛 性 可 用 D- 法 证 明 , 因 为 它 与 a 无关, 所 以 这 种 
收敛 关于 a 是 一 致 的 ) ,又 1 -e“ 关 于 :单调 且 |1 - e“| 和 2 一 致 有 界 , 故 由 A- 法 
知 , ,在 [0, + o ) 上 一 致 收敛 ,从 而 在 [0, + o ) 上 连续 . 综 上 知 , F(a) 在 [0， 
+ co ) 上 连续 . 
2) 由 f(t,a) =e@ “cosbt,t 宇 0,a 宇 0 知 ,f(i,a) 与 f(t,a) 都 在 [0,+%)x 
[0, + o ) 上 连续 , 且 Ye >0 = 
f(t,a)|e" <e”,te {|0,+%). 


由 | ed 的 收敛 性 ,利用 M 判别 法 可 知 ， f(t,a) dt 关于 a e [e, + um) 一 至 


收敛 .于 是 F(a) 在 [se, + ou ) 上 可 导 , 由 的 任意 性 知 F(a) 在 (0, + o ) 上 可 导 ， 
且 


F(a) = | ecos bidt, a € (0,+%). 
3 ) 分 部 积分 可 得 : 


F(a) = = bt — acos bt) 
a +b 


十 o 








注意 到 (0) = 0, 对 上 式 两 边关 于 a 积分 可 得 ; 
F{o) = Fin(! + pe | 


例 7.12 设 
ga) = | ed 
1) 求 g'(a) ( 北 师 大 ); 
2) 计 算 g(a) (河南 师 大 ). 
解 1)x =1 和 x =+%w 为 奇 点 . 记 
a | 
x 一 1 
则 
1 
x Vx -1(1 a 
显然 f(x,a) 与 (x,a) 均 在 (1, +o)x(-o,+o) 上 连续 . 


对 积分 上 fx,a)dr, 当 x 一 1 时 ,f(x,a) ~ A >+ oo 时 ， 


f(x,0) ~ sgn a : 由 此 可 知 , g(a) 在 (- wm ,+ o ) 上 收敛 . 





fu(X,0) = 
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对 积分 | (x,a) dx. 由 
< 

x Vx -1(l+oawx’) 

的 收敛 性 ,利用 M 判别 法 可 知 , | (x,a)dx 在 (-w ,+m ) 上 


Vae(-%m,+%), 











5 
x Vx -1 





dx 
及 
| x Vx -1 
关于 a 一致 收敛 .于 是 ,由 可 微 性 定理 ,有 











/ _ 和 dx 
0 
_ 2 d(x’) 
! Vx -1(l +ao wx’) 
I dt 次 二 总 
| t Vi-1(l+aot) J 





=[ du i _ 
-| (1 +w)[(l+o) +ow] ( 令 = vit-1) 


| 
0 \l+w 1l+a +oaw 


加 3 - 一生 二] 
2 V1 +o 
2) 因 为 g(a) =-g(-a), 所 以 g(a) 是 关于 a 的 奇 函 数 , 因 此 只 需 考 虑 a 三 
洼 形 = 工 二 全 
0 的 情形 即 可 .此 时 ,ee) = 到 人 二 | 
注意 到 g(0) = 0, 于 是 当 w 二 0 时 ,有 


g(a) = g(a) -g(0) = | g(a 


0 V1 + o). 











| jh 
下 
故 

gs(a) = 了 (la +1- VI+o)sgna， Qe(-%,+%). 





例 7.13 1) 计 算 狄 利克 雷 积 分 |。 sa xdr 


2) 计 算 | es dx (南大 ). 
解 “引入 收敛 因子 e-“(a > 0) , 即 令 
Ha) = | 2 网 
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因为 lime™™“ 3” snl Hm ee =0, 所 以 x =0,x =+% 不 是 奇 点 . 记 
x—0+ X27 + 4 


fi) es 


则 
f(x,0) =—-e "sinx. 


显然 f(x,a) ,f(x,a) 都 在 [0, + om) x [10, + wm ) 上 连续 ,由 A- 法 易 知 , 积 4 
| Te td 收敛 (实际 上 关于 w e [0, + w ) 是 一 致 收敛 的 ). 再 由 














ao 


[f(x,a)|= le sinx|se™, a>0 


知 ,积分 (e” 垩 和 ] 归 在 (0，+ me ) 上 内 闭 一 致 收敛 故 由 可 向 性 定理 ,有 





/ i 1 
IT’'(a) =-| e sin xdx 二 a 
两 边关 于 a 积分 可 得 
I(a) =—-arctana+C, Qa >0. (1) 
注意 到 


sin x 


dx<| 。 -edx = 二 一 0 [2 








as 上 es 
在 式 (1) 中 令 一 + om 可 得 :C = 村. 故 
7(aw) = 7 aetan es a > 0. (2) 


1) 由 于 f(x,a) = er 5 在 [0， +o ) x[0,1] 上 连续 ,所 以 Ja) 在 [0,1] 
上 连续 ,从 而 
上 2 dy = 1(0) = liml(&) = 
2) 在 式 (2) 中 , 令 a = 1 可 得 . 
1 sinxg _T 
| e 一 一 dx = 4 


多 


I 
-Rh 





例 7.14 设 1(a,8) = | ezwdi, 其 中 a,B 满 足 不 等 式 @? -2a + 说 < - 


(1) 讨 论 合 参 变量 积分 I(a,B) 在 区 域 Dp: a? -2a+B 三 - a 


性 ， 
(2) 求 1(a,B) 在 区 域 D 上 的 最 小 值 (南大 ). 
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解 (1) 记 d(a,B) = e+. 通过 计算 可 知 , d(a,p) 在 D 上 的 最 大 舍 为 六 
于 是 , 当 (a,B) e D 时 ,有 





< _44 
Oempmee 9 


由 | 全 de 的 收敛 性 ,利用 M 判别 法 知 Ke,B) 在 刀 上 一 致 收 钱 . 


1 
oa +B 


IaB) = (+B) shods = (+B)T(l) 
由 此 可 见 ,欲求 1(a,B) 在 D 上 的 最 小 值 ,只 需求 4d(a,B) 在 D 上 的 最 小 值 即 可 . 品 
然 d(a,B) 在 D 内 无 驻 点 ,因此 在 D 内 无 最 值 . 下 面 只 需求 圆周 (a -1)? +B2 = 工 
上 的 最 小 值 即 可 . 为 此 , 令 


L(a,B,A) =o +B +A[(a -1)2 + -二 | 


(2) 令 





; = 5, 则 t= (0 +B) ,dt = 3 (0 +p)ts tds, 




















让 
L, =2a+2A(a-1) =0， 
Ls = 28 + 2AB = 0， 
本 = (a-1)?+p -=0， 

解 出 驻 点 ( 广 ,0) ,A = 1 和 驻 点 (,0) ,4 = - 3. 由 此 可 知 , d(a,B) 的 最 小 值 为 


这 样 就 可 得 到 1(a,p) 在 刀 上 的 最 小 什 为 Sr (二) 

例 7.15 求 g(a) = | eeos 2axdx [局 g(0) = | (复旦 ). 

解 由 |e™cos2ax|<e™,ae(-%,+%) 及 | ed 的 收敛 性 知 , g(a) 
在 (- ,+ o ) 上 收敛 . 又 由 


gg 2ax) | Ixe™ 


(ley 
及 | weds 的 收 俩 性 知 ,积分 上 证 (eeos 2ax)dr 在 (- %，+ %) 上 一 致 收 
敛 . 由 可 微 性 定理 ,有 





8g (a) = 一 2| xe™™ sin 2axdx 
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3 +% : 
一 2a| ecos 2axdx 
0 0 





2 
= e” sin 2ax 


= -2ag(o)， 
妈 


5 全 


g(a) =-2ag8(0),8(0) = 


解 此 常 微分 方程 可 得 





g(a) = we 


例 7.16 设 a > 0,b > 0. 试用 含 参 变量 积分 的 性 质证 明 : 


sg /三 -三 
| e mdx = 3 je . 
(天 津 大 学 ). 


证 法 1 设 1(5) = 上 e-"“ 让 dx, 即 视 b 为 参 变量 


由 | ee- 放生 er >0 及 [| ed 的 收敛 性 知 , K(D) 在 (0, + m ) 上 关于 
5 一 致 收敛. 

显然 -ee 和 及 9 Ce 二 二 ew 都 在 (0, + wm ) x (0, + om ) 上 连续 ， 
且 Vb， > 0, 当 5 三 b 时 ,有 




















1 x 和 1 - 色 
Pr a | ie = 2 
] 7 ws 7e 。 
和 多 
1 
WE 
tm bo 二 x +% pi 
I tr 
0 0 


收敛 ,由 M 判别 法 知 | 号 Ce 各)dx 关于 8 在 [io， + wm) 上 一 致 收敛 . 故 区 在 
(0, + om ) 上 可 在 积分 号 下 求 导 , 且 


- (0 


解 此 微分 方程 可 得 : 1(5) = Ce ,0 > 0. 利用 1(5) 在 [0, + % ) 上 连续 可 得 





故 


1(5) = /Tom. 
2 a 


注 7.3 以 上 两 个 例题 均 是 通过 解 方程 而 求 得 的 ,这 是 处 理 含 参 变量 广义 积 
分 常用 的 手段 ,请 同学 们 注意 领会 
对 例 7.17 若 不 用 含 参 变 量 积分 的 性 质 ,而 直接 利用 适当 的 变量 替换 来 作 更 简 





单 . 
证 法 2 令 * = /地 , 则 dx = 一 人 /二 dt， 
a 
| 
了 S| e dx = 二 | e / 攻 
另 一 方面 ， 
T= | 
0 
本 | e- (tu-E qx 
0 
ev - (vu). Ww)_f my. /La 
[|e Vm- J a | 
-人 本) 二 het 
e e Max 一 | 
1 -2 Val ™ -2 pe 
| ee | 
a 
所 以 
] va TT 2Vab 
Lam i = Tom, 
/a a 
即 


1 和 
1 = 二 /Toe2v 
2 二 


例 7.17 设 函 数 /(1) 在 (0,+%) 上 连续 ,如 果 积 分 | “AJ() di 在 A =a 和 
A = 了 时 收敛 (ao < 5) , 则 | eAD dr 在 [a,0] 上 一 致 收敛 (复旦 )， 
证 明 由 于 [A(t = [or +| Ma, 所 以 只 要 证 明 [oor 
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村 | Du 都 在 [a ,0] 上 一 致 收敛 即 可 . 
由 WJ) di 收敛 可 知 , Ye > 0,34 > |, 当 4 > 4 > 4 时 ,有 





aa < 2 
于 是 ,由 第 二 积分 中 值 定 理 , 有 


[ea = Ws 。 HAD | 





ee A-b 
= 41 





ha (é 三 4,) 


< fp a < 2， 
这 表明 | A/() di 在 [a,6] 上 一 致 收 钱 . 
同 理 ,由 | 2/(4) qi 的 收 化 性 可 证 AC) d 在 [La,5] 上 一 致 收 伍 
例 7.18 设 f(x) 在 [0, + o ) 上 可 积 , 则 
lim| ed =- | Me)dr 
(东北 工学 院 ). 
证 明 先 证 明 | e-*7(z)dx 在 [0,n] 上 一 致 收 全 
事实 上 ,由 | az)ds 收敛 ( 即 | Cs)dz 关 于 一致 收敛) 及 e ”关于 * 单 调 
(Vy e [0,m] 固定 ) 且 |e*|< 1. 根据 A- 法 ,| eAx)dx 在 [0,n] 上 一 致 收 
敛 .于 是 , Ve > 0, jj4, > 0, 当 A4==4, 时 ,Vy e [0,n] 有 
ef) ds < e/3. 





特别 地 ,有 
< e/3. 

由 f(x) 在 [0,4,] 上 可 积 可 知 , 它 在 [0,46] 上 有 界 , 即 3M > 0,Vx e 
[0,46], 有 |f(x) | 二 M. 又 因为 lime ”= 1 ,所 以 对 上 述 e > 0, 46 > 0, 当 y e 
(0,6) 时 , Vx e [0,4。], 有 | 








le™ Se 


于 是 , Ve > 0, 36 > 0, 当 y ee (0,6) 时 ,有 
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| ef) ds 一 | Ads 








-| 人 oa 


即 


lim| ed . | fa 
下 面 看 一 个 难度 较 大 的 题目 . 
例 7.19 设 y =flx) 在 (-%w,+%) 上 有 定义 ,在 任意 有 限 区 间 [a,b5] 上 有 


界 并 可 积 ,上 且 ”|A(x) Pdx <+ w. 又 设 e 为 一 实 常数 广 < a < 1. 证明: 积 





三 -有 dv 收敛 且 函 数 g(1) = ”- 人 办 qx 连续 (北大 ). 


Ea [x -1)" 


证 明 (1) 证 明 积分 | 。 Adx 收 全 


Vi E (一 00 ， 十 oo ) 人 
"AD HAD] A 











-~ |x—t| la-tl |x -tl|" lstl<l |x oi" 
大 
一 一 + 7. 
注意 到 了 < a < 1, 由 施 瓦 欧 不 等 式 ,有 
f(x) | 5 1 ) 
< -大 二 dx < 2dx 。 se 
A | |x— t|" (J A) Pa J ee 
< (三 wopa (| hr) a) 
\), [f(x) | % [二 [x -tl YX 
而 
1 | | 
-一 dx= | — sd 一 一 d 
1 [x tl 攻 攻 三 司 肥 x + |, [x tl 
2 
2a -1 
由 式 (1) 知 ， 


Is ({ pw) ax): pe 
即 工 收敛. 
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又 因为 


1 t+l 
| 1 = | et) i = 一， 


Iatl<l |x oz)" 





所 以 | 一 一 ds (绝对 ) 收 全 


lstl<l [x —t|° 


由 已 知 条 件 , f(x) 在 有 限 区 间 [+ - 1,1 + 1] 上 可 积 ,所 以 在 


。 
[+ 上 可 积 , 即 收 全 综 上 知 积分 | 全 ide 收 全 
(2) 证 明 p(t) 在 ( - wm ,+ om ) 上 连续 
人 

9(D = | Aa) Sap) + pt). 
欲 证 g(1) 在 (- ,+ o ) 上 连续 ,只 须 证 91(1) ,p,(1) 在 (- %w ,+ o ) 上 连续 . 
显然 , YA E (一 % ，+ wm), 只 须 证 91(1) ,p;(1) 在 点 连续 即 可 . 
下 证 : 91(1) 在 点 4 连续 ,为 此 先 证 limgi(1) = ob) 


























设 te [ts +1] 及 |f(x)|< MM,x e [to -1,+1], 考察 
ES 















































[p(t) -p(t)|= -a (Fo) a xr) 
” Re 
= | ee 上 (CR 十 
f(x%) a . f(x%) dz 
必 c 
a Vl . 1 1 
人 +| Ia 全 
dx 10-1 1 1 
<M, a be 和 dx 
外 二 -| | 天 | 
% 1 1 
M, 至 dx 
| (it —%)" (Ci — %)" 
= + +. 
而 
用 = 





M. 1=m 1-a 十 
万 = 了 1+ (Go) - (= 四 +1) 72] 一 0 (一 地). 


注意 到 不 等 式 : a > > 0, 有 (a -5)”< a - 久 . 利 用 施 瓦 茨 不 等 式 , 有 








on< (nore) (rte) 


3 2 1 _ _ 1-2a oi et 
< (| Ke) Pdr) [a (二 站 二 二) ) | 0 (一 四)， 

综 上 可 知 ，limp(0) = on (6)， 用 完全 类 似 的 方法 可 证 me (0) = oo) ， 圾 
91(1) 在 ho 点 连续 . 

同 理 可 证 g,(1) 也 在 点 4 连续 . 从 而 g(t) 在 点 a 连续 . 

注 7.4 本 例 的 条 件 不 满足 含 参 变量 广义 积分 连续 性 定理 的 条 件 ,因此 我 们 
只 好 改 用 连续 函数 定义 加 以 证 明 . 

3. 特殊 函数 一 一 B 函数 与 工 函数 . 

(1) B(p,g9) = [1 - x) "1dx,p > 0,9 > 0 称 为 Beta 函数 或 第 一 类 欧 拉 
积分 . 它 的 等 价 形式 有 : 


B(p,g) = a cos2 psin pdg. 





由 此 可 得 
(3 
OO rh 
a Ce 人 
B 滑 数 的 性 


1) B(p,g) 0 {定义 域 p > 0,qg > 0 上 连续 是 有 任意 阶 连续 偏 导 数 ; 
2 ) 对 称 性 : B(p,g) = B(g,p); 





3 ) 递 推 关 系 式 : 
Bl(p,g +1) = a gq), B(p+1,g) = gq). 
如 果 a 

















(m1)!(n -1)! 
(m+n—-1)! 


(2) TGs) = | wer “dx,s > 0 称 为 Gamma 函数 或 第 二 类 欧 拉 积 分 . 它 的 等 
价 形式 有 : 


B(m,n) = 





1(s) = 2 上 od 
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由 此 可 得 
[的 -se 
yes a lewd ee 
T 函数 的 性 质 


1)T(s) 在 其 定义 域 ; > 0 上 连续 , 且 有 任意 阶 连 续 导 数 ; 
2) 递 推 关 系 式 :TFT(s +1) = sT(s),s > 0. 
如 果 n 是 自然 数 , 则 

















TT(n+1)=n!; 
oe Dl i 
3) 勒 让 德 (Legendre) 加倍 公 式 : (2s) = 了 (5)T(s + 二 ),s >0 
VT 2 
4) 余 元 公式 : T(s)T(1 -s) = a 0<s<l1; 
ns 
5) 与 B 函数 之 间 的 关系 
LT(p)T(g) 
B(p,g) = >0,g>0 
(p,9) ve q 
(3) 几 个 重要 的 条 
“2 sin x T +t” 2 _ VT 
人 | ee 
| sinx dx = | J dx = a 
Te VT Ll ”cosaxy _ TMT -lal 
[ e Cos axdx = 8 5 | | ; 
三 W 全 dx = 工 e- la sgn a. 
0 1+x 2 
例 7.20 计算 下 列 积分 . 
二 oo 网 和 , 
GD) | Te 人 (tan x) “dx, |a|<1; 
Ee —x4 5 2 -x4 
G3)[ 一 全 -一 本 (4) | e ”dx | me dx. 


V3 -cosx 


二 、 分 可 得 
= 和 dx = 症 a 代入 原 积分 可 得 


[ do -Du = B(S,3) 


十 % 





4 
解 (1) 令 1 = mt 














~ TCQ) es 
Se ( 余 元 公式 ) 
4 


四 证 是 
2 2 ， 2 .2.La_ Dl 
| (tan x) "dx = | sin "xcos “xdx = | sin” ?7 wx cos 7 xdx 
0 0 0 


_ | ed Ge a 


























2 ”2 2 2 2 
_1 T T 
2 .1+a | QT 
sin T 2cos 一 一 
2 
(3) 仿 cosx =1-2y, 则 x = arccos(1 -2y) ,dx = di, 代入 原 积分 ， 
= 
"dx 1P 1 1 
| 三 。 di = Wl Td 
0 V3-cosx 2/27 1 + 1 | 
1 1 
T(rT[— 
i 
2 “4°2/ 2 r(>) 
4 





(4) 令 tt = x , 则 


+% 4 +% Pg 坟 
| e” dx ， | we dx = ie di. t se dt 
0 0 16 0 











例 7.21 计算 下 列 积分 . 
el [mm a (2) 三 de 
解 (1) 令 x = 1 -it, 则 dx = -di ,代入 原 积分 ,有 
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[fm T(x)dx = fm 工 (1 — x)dx. 
所 以 
2 人 In 于 fm DCnd a :fh T(1 -x) dx 


[mn Ne 


dx 〈 余 元 公式 ) 





= [mn - 
0 sin xT 


1 1 
| ln Tdx — | ln sin xmdx 
0 0 


-nmr- 二 | ln sin udu ( 今 = xT) 
Th 


ln 一 二 | m sin udu 
TO 


EE 
到 


lInT = Th 2) (用 了 欧 拉 积分 ln sin xdx =- TIn2 | 
T 2 2 


0 
= ln 27, 


故 
1 
[nm T(x)dx = 二 ln 27. 
0 2 
Q+1 0 1 1+a 
(2) | mr)dr = finTO)dr + 由 mr)dz+| nT(x)ds 
a a 0 1 
1 +a a 
= 3ln2n +| In T(x)de - | ln Te) de 


对 上 式 右 端 第 一 个 积分 作 变 换 ; x = 1 +t, 则 
jn T(x) dx = 人 rT(1 + dt = | nr ) a 


人 tdt + 人 T(t)dt 


Qalna—-at+t [hn T(t) dt. 
0 
于 是 有 
三 T(xw)adw = 了 in 2T + aln a - 0%. 
例 7.22 求 极限 im| edx (西北 大 学 ). 
解 ” 这 个 题目 可 用 含 参 变量 积分 的 连续 性 定理 解 ,这 里 我 们 用 T 函数 来 解 . 








工 中 - 革 本 
令 1 = wx , 则 x = 六 ,dx = 一 六 di, 代入 原 积 分 有 


n 


| edx = 全 二 ed 三 2T(1) 


n 


T(E +1) TO) Ee 


这 里 应 用 了 T(s) 在 其 定义 域 上 的 连续 性 . 
例 7.23 已 知 0 <<h<1, 正 整数 n 二 3, 证明 . 





(中 科大 )， 
证 明 令 P = ai, 则 dl = hed 
。 gy | 到 区 二 
-站 = 了 -Pdr 


由 


下 永光 
三 Ee -x)7dx (因为 0 码 贿 过 1,x 三 0) 

















| 
本 
”| 
nl 
例 7.24 设 a >0, > 0,c > 0, 试 证 : 
四 


T 
其 中 了 为 四 面体 ,x 宇 0,y 三 0,z 三 0,x +y+z = 1 (郑州 大 学 ). 
证 明 写 出 累 次 积分 : 


1 Be 1 =w=¥ 
= La-l,.b-l,_c-l 
7 = | ax dr| ny > de 
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六 











=- 工 | "ax| yl -x—y)'dy. 
令 y = (1 =-*)i, 则 


1= 工 [x "gx[ (1 -< ) (1 x) (1 DCL x) dt 
_1 a-l b+e b-l = [9 
= [4 (1 x) dz| ， (1 -41)°d 


Ss 


1LCoLICO+c+1I) .ToT(ec+1) 

~ cc Tla+rb+t+c+l1) T(b+c+1) 

于 1 (a)T(b)Te) 
(w+D+cIa+p+c) 


二 、 重 积分 


重 积分 的 定义 及 性 质 
(1) 定 义 
二 重 积分 的 定义 








= 站 Ha)ac = lim > em)Ac 
万 i=1 
其 中 4 = i qi ,d; 是 Ao. 的 直径 ， (€;,7;) E Ao. 称 为 介 点 (i = 1,2,.…,n ). 


几何 意义 : 当 z = f(x,y) 三 0,(x,y) e D 时 ,二 重 积 分 1 表示 以 z = f(x,y) 为 
曲 顶 ,以 DD 为 底面 的 曲 顶 柱 体 的 体积 


有 ae = 4,4 为 D 的 面积 
三 重 积分 的 定义 
1= ar = 加 Nom 
其 中 4d = max |di|， 4 是 Ar 的 直径 , (8,,m;,6;) e AV 称 为 介 点 (i = 1,2,…,n ). 


物理 意义 : 当 w = f(x,y,z) 三 0,(x,y,z) e 2 时 ,三 重 积 分 1 表示 以 wu = f(x,y,z) 
为 体 密度 的 空间 物体 0 的 质量 . 


Nar = V，JV 为 0 的 体积 
本 人 的 性 


积分 的 许多 性 质 和 定 积分 是 一 样 ,如 线性 性 、 区 域 的 可 加 性 不 等 式 性 与 绝 
ee 性 、 中 值 定 理 等 . 对 此 我 们 不 再 一 一 列举 ,下 面 给 出 重 积分 的 对 称 定理 . 
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二 重 积分 的 对 称 定理 ” 设 D 是 平面 上 的 有 界 闭 区 域 ,函数 /(x,y) 在 D 上 可 
职 , 则 
1) 若 D = D, + D,,Di 与 D, 关于 y 轴 对 称 , 那 么 


2‖ fx dar, BHA,y) = Kx,y) 时 ， 





| fx, ao = 
. 0， 当 f( -x,y) =-f(x,y) 时 ; 
2) 若 D = Di + D,,Di 与 D, 关于 x 轴 对 称 ,那么 


2‖ Kazsyr)dr， 当 Kx, -7) = Kxsy) 时 ， 


D1 


0， 当 f(x, -7y) =-f(x,y) 时 ; 
3) 若 万 = 2.D 是 关于 x 轴 、y 轴 均 对 称 的 区 域 ,那么 


[fxd = 




















4 人 Ka,y)dr， 当 Kx,y) 关于 x 且 关 于 y 为 偶 函 数 ， 
人 masmae = | , 
0， 当 f(x,y) 关于 x 或 关于 yy 为 奇 函 数 ， 
其 中 Dp, 是 区 域 D 位 于 第 i(i = 1,2,3,4) 象限 的 区 域 ; 
4) 若 = Di + D,,D, 与 D, 关于 原点 对 称 ,那么 
2‖ fxr,y)do， 当 f(x,y) 在 刀 上 关于 x,y 为 偶 函数 ， 
[fxspar = 12 
" 0， 当 f(x,y) 在 D 上 关于 %,y 为 奇 函 数 ，; 
5) 若 DD 关于 直线 y = x 对称, 则 
| rx,y) do = ) Aaya 


三 重 积 分 的 对 称 定理 ” 设 2 是 三 维 空间 的 有 界 闭 区 域 , f(x,y,z) 在 Q 上 可 
只 , 则 
1) 若 0Q = 0 + 人 2 ,0 与 (2 关于 x0y 平 面 对 称 ,那么 


Nn )dyF 人 当 / 关 于 z 是 偶 函 数 时 ， 
X,Y,Z = 


























0， 当 / 关 于 z 是 奇 函 数 时 ; 
2) 知 = 0 + 人 2,02 与 人 2 关于 z 轴 对 称 ,那么 


hx )dy 人 当 / 关 于 x,y 为 偶 函 数 时 ， 
MY 一 0 





0， 当 f 关 于 x,y 为 奇 函数 时 ，; 
3) 有 0 = 0 + 人 2,02 与 人 2 关于 原点 对 称 ,那么 
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人 Keyraar L004 当 / 关 于 %,y,z 为 偶 函数 时 ， 
X,Y,Z = a 


0， 当 f 关 于 x,y,z 为 奇 函数 时 ; 
4) 若 0 = 2.0 是 关于 三 个 坐标 平面 均 对 称 的 区 域 , 那 么 








8 有 fy,z) dV， 当 / 分 别 是 *,y,z 的 偶 函 数 时 ， 
eo-| , 

? 0， 当 f 至 少 是 x,y,z 中 某 一 变量 的 奇 函数 时 ， 
其 中 0Q, 表示 0 在 第 i(i = 1,2,…,8) 卦 限 的 那 部 分 区 域 . 

需要 指出 的 是 , 仅 当 积分 区 域 的 对 称 性 和 被 积 函数 的 奇偶 性 同时 满足 时 ,才能 
使 用 重 积分 的 对 称 定理 . 

(3) 二 重 积 分 的 计算 

计算 二 重 积分 的 基本 方法 是 :化 成 累 次 积分 . 而 化 累 次 积分 的 方法 是 根据 积分 
区 域 D 的 形状 来 确定 的 . 

知 D = [a,b] x [c,d| 为 矩形 区 域 , 则 有 


[Assady = [ae fers) dy = [ay] flrs) a 
若 D = 1 asx<6,p1(x) 和 yy 和 oo(xz)} 为 X 型 区 域 , 则 有 
je = [J A 由 ( 先 y 后 加 
车 D = [x,y) | (y) 三 x 三 如 (y);c 三 yd| 为 Y 型 区 域 , 则 有 
Je = [J ea ( 先 < 后 站 


两 点 说 明 ;(a) 积 分 区 域 D 从 整体 来 看 , 它 可 能 既 不 是 型 也 不 是 了 型 区 域 ， 
但 总 可 分 为 大 干 个 X 型 或 Y 型 区 域 . 利用 积分 区 域 的 可 加 性 先 在 每 个 小 的 XX 型 或 
7 型 区 域 上 计算 ,然后 相 加 即 可 . 

(b) 不 同 顺序 的 累 次 积分 ,计算 的 复杂 程度 差别 非常 大 ( 可 能 某 一 顺序 的 累 次 
积分 无 法 积 出 !) 因此 选择 合适 的 积分 顺序 是 重要 的 . 

另外 ,在 计算 重 积分 时 ,要 注意 使 用 对 称 定理 和 几何 意义 (主要 指 重心 或 形 
心 ) 来 提高 运算 的 速度 . 

二 重 积分 的 变量 替换 定理 ” 设 变换 

7:x = x(u,v),y = yu,v),(u,v) ED 

满足 :1) 7 建立 了 D 与 D' 之 间 的 一 一 对 应 ; 

2) x,y 在 D' 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 ,其 逆 变 换 w = u(x,y),v =v(x,y) 在 D 
上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ; 
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3) 了 的 Jacobi 行列 式 了 = 2 ) 在 D' 上 恒 不 为 零 , 则 


| fess9) aray = fxs0) ,ys0)) |7 ldudr. 
满足 上 述 要 求 的 变换 7 称 为 正则 变换 . 
在 二 重 积 分 的 计算 中 ,最 常用 的 变换 是 极 坐 标 变换 或 广义 极 坐 标 变换 . 
例 7.25 作 极 坐标 变换 ,将 二 重 积 分 
1 = | Cededy 
化 为 定 积 分 ,其 中 D = |(x,y)|0<y<x<1}. 
解 ” 如 图 7-1 所 示 . 令 x = rcos 0,y = rsin 0, 则 








1 = 外 mm)drde 
4 
- [ arf pr) ae + Jarl a | 
= Tdr + 上 -arccos L jf(r)dr | 
= Tr) = | rarccos * flr) dr. 图 7-1 例 7.27 图 


例 7.26 将 下 面 的 二 重 积分 化 为 定 积分 : 
全 一 [fear + by + c) dxdy, 
i 
i = utav bv -au 出 OX%,y) -1 ，， 平 
解 ” 作 正 交 变换 J md BD) ,xy 平面 上 
的 区 域 D 变 成 了 wv 平面 上 的 区 域 D'.w +w 三 1. 于 是 有 ， 


1= /CE rE + edud 





1-w2 


[f(r + oo] 
=- 出 tao du 
= 2 T/C vt edd. 
例 7.27 设 区 域 D 是 由 y = ,y = 1 及 x = -1 所 围 成 , f(u) 是 连续 函数 . 计 
算 T = fs[1 + f(x + ) J drdy. 
解 如 图 7-2 所 示 . 由 于 被 积 函 数 中 出 现 了 抽象 函数 ,所 以 直接 计算 是 行 不 通 
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的 . 因此 必须 考虑 用 对 称 定理 ,为 此 需要 对 区 域 
进行 适当 的 分 割 . 

用 y = -x 将 区 域 D 分 为 D, 和 DD, 两 部 分 ， 
其 中 六 关于 y 轴 对 称 , D, 关于 轴 对 称 . 故 

_ _ 0 -x3 加 时 2 
1 = ja = | ex], xdy = 了， 
类 题 1 求 二 重 积 4 
ba + Xe) ]dxdy 


的 值 ,其 中 吃 是 由 直线 y =- xy =_-1 和 wx -1 /~ le 
所 围 成 的 区 域 ( 数 学 亚 , TV ). 人 
类 题 2 选择 题 : 设 刀 是 xy 平面 上 以 (1,1)， 


( -1,1) 和 ( -1, -1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 , 六 是 刀 在 第 一 象限 的 部 分 , 则 (xy + 


























cos xsiny)dxdy = ( ). 


(A) 2 eos xsin ydxdy; (B) 2 xyaray; 
Di DI 

(C) 2 Gy + cos xsin y) dxdy; (D) 0. 
D 


例 7.28 计算 积 4 





[= oa,» WX + +r VY + yy )dxdy, 
其 中 Dx +y < ax. 
解 ” 因 为 积分 区 域 D 关 于 x 轴 对 称 ,而 x*y,y Vx + 是 关于 y 的 奇 函 数 , 故 
T= Ty 4 yp Er + VE 7 ddy = fr Ve + drdy. 
作 极 坐标 变换 ; x = rcos 0,y = rsin 0, 则 


了 = [ae ees bdr = 和 | cosoag 


4 这 
和 | (1 = dio dan g) 


4 71 
= S| 1 -2u + uw)du ( 邻 = sin 09) 
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例 7.29 计算 由 曲线 (= | = xy 所 围 的 区 域 D 的 面积 (a > 0,b > 0). 


解 任 一 条 直线 y = kx(k > 0) 与 曲线 有 两 个 交点 (0,0) 与 
k pk 
(xz(CE) yp) = 11 EV/ EY 
人 加 2 ) 人 加 2 ) 
由 limx(%) = lim x(k) = 0, limy(&h) = lim y(k) =0 知 ,曲线 所 围 的 区 域 位 
于 第 一 象限 内 . 作 变 换 : 











x = arcos'0,y = brsin’0, 
则 
7 = 0 abrsin 20， 


区 域 变 成 区 域 D'= {(1,0) |0 < < sin?20,0 < 9 < 他}. 于 是 ,区 域 DD 的 面积 


4= Jaxay = favrsin 204rdo 
万 


苯 obsin220 
三 ob sin 2040| rdr 
0 


a b’ 
三 家 sin 20sin420d0 





= eo — 2cos?20 + cos'20)d(cos 20) 
站 a b’ 
60 
注 7.5 这 个 题目 的 计算 ,我 们 作 了 广义 极 华 标 变换 .一 般 地 ,对 形 如 (ax - oj" + 
(by - d)” 水 数 式 子 可 通过 变换 : 





1 1 2 1 1 2 
X=—(c+rreosr0),y = (d+r?rsin’0) 
a b 
将 它 变 为 了 . 
4 4 
类 题 1 求 由 曲线 /二 + 是 = 1 与 直线 x = 0,y = 0 所 围 的 区 域 面积 . 
a 


提示 。” 作 变换 .x = artcos*0,y = br'sin’4. 


类 题 2 求 积 分 
7 = (ee fe Jary, 
| a b et 
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其 中 DD 是 由 曲线 和 [= 1 和 直线 x = c,y =。 所 围 成 ,而 a,b,c > 0. 


提示 。” 作 变换 .x = c+ ar cos'0,y = c + brsin’b. 


例 7.30 计算 
1 | si PP) jad 

解 因为 

ee 
mio e+}- 

2(x + ), 当 0 < + < 
所 以 
= | > + ddy + 人 ie = 


X24 < 站 


作 极 坐标 变换 : x = rcos 0,y = rsin 0， 出 兰 


1- "e+ 人 > | 襄 -rdrdg 
< 


2 3 
<rs 


刘 二 "ale -re 


Ee 
192 


例 7.31 1) 计算 积分 4 = 有 


dxdy; 








1 
YA 


2 ) 设 z =f(x,y) 在 闭 正 方形 D:0<x<1,0<y1 上 连续 , 且 满 足下 列 条 


| fC) dvdy = 0 [of Cs) drdy = 1. 证 明 存在 (&,m) e D, 使 得 


1 
LE) |> 地 


这 里 4 是 1) 中 的 积分 值 (北大 ). 
1) 解 ”如 图 7-3 所 示 . 


A= j (5 和 zy Jdwdy + 人 至 开 Jdrdy 
DI D; 
-人 -fa 人 -jw 


件 : 


第 七 讲 ”多 元 函数 的 积分 学 ”309 

















yh 
3 1 
= 二 + 二 ln 2. 1 
32 8 Nb, 
2) 证 明 由 f(x,y) qxqy =0, ox,y) drdy =1 知 ， ' 
D D | Di 
1 ! 加 
J 4) =1, oi 
所 以 图 7-3 例 7.33 图 





| 
由 积分 中 值 定理 知 ,存在 (#,n) < D, 使 
ésn) 1 


1 
XY 一 4 |fl(x,y) |dxdy 三 1. 





dxdy 三 1,， 








XY 4 
故 
ED 二。 
例 7.32 ”计算 积 4 
1 = 人 lsinacx -y) Idxdy (中 科 院 ). 


0=<sx<y<n 


解 ” 由 对 称 性 ,有 


1 
{= zh sn —7y) |dxdy,D 三 [10 , 交 ] X [0,7]. 


Im mm 
Re =| dz| In|sin(y -xz) |dy 

= 村 | tj |sin wjdu (对 内 层 积分 作 变 换 w = y - 

| dz| ln |sin udu (注意 到 jn |sin vx| 是 以 下 为 周期 的 函数 ) 


mT 工 2 
二 工人 ln sin udu = wn sin udu = 


例 7.33 计算 二 重 积 人 
(x + 人 1 十 工 | 


/ sl 用 二 二 dxdy, 


其 中 忆 表 示 由 直线 * + y = 1 及 两 坐标 轴 所 围 成 的 三 角形 区 域 (复旦 ). 
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ZE 二 区 ee 二 Oo(x,y) 口 放 
解 作 变换 ;w= +y,0 = 壮 , 则 |J| = 2 | = 上 而 积分 区 域 D 
变 成 了 wr 平面 上 的 区 域 人 = | (wv) 10 <w<1,0 <。<+w|. 于 是 ,有 


uln(1 +v). u 
=| Vu a yy 














_f 1” In(1 +2) 
=| i | (1 +v)” 
- 10 
15 
类 题 求 曲 线 C; |Inx|+ |lny| =1 所 围 的 平面 图 形 面 积 4. 
提示 “曲线 C 所 用 的 平面 区 域 D 位 于 第 一 象限 . 
当 x 三 1,y 宇 1 时 ,C 的 方程 为 :Inx +lny=1, 即 xy =e; 


当 x=1,0 <y<1 时 ,C 的 方程 为 :Inx -lny=1, 即 二 =e; 
A 








当 0 <x<1,y 宇 1 时 ,C 的 方程 为 : -Inx+Iny=1, 即 一 =e 


当 0 <x<1,0 <y<1 时 ,C 的 方程 为 : -Inx-lny=l, 即 y= 二 
文 四 条 曲线 构成 了 区 域 D 的 边界 ,于 是 有 


4 = aa 
D 


作 变换 ;uw =xy,v = 了 , 则 变换 的 Jacobi 式 为 《A* - ,区域 D 变 成 了 iw 平 
x O(u,v) 2v 


面 的 区 域 ,= (uo) 亡 <u<e, 二 <v<el. 所 以 
4 = | 3 一 jdul, Ft =e -二 
例 7.34 给 定 积分 /= 用 [ ( 福 ) + (只 ]axdy, 作 正则 变换 = = (wo = 
y(u,v) ,区 域 D 变 为 0 ,如 果 变换 满足 














Ox _ Oy o __o0 
Ou Ov ” on ou’ 
证 明 : 
T= LE 十 (Y) Jauar 
( 北 师 大 ). 


证 明 利用 复合 函数 的 微分 法 ,有 
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FF_ FH FW FF_ FH, FO 
Ou 0 Wo gm oo oro 


Cl 
0(%,y) . 9(u,v) _ 
Olu,v) (x,y) ， 
人 
_ 丰 [( 约 十 (2) jawd 


例 7.35 设 f 是 | (x,y) |x + yy 三 1| 上 的 二 次 连 车 续 可 微 函 数 , 且 





通过 计算 易 知 





注意 到 





可 得 





十 





9 了 ?+ 少 . 计算 积 4 
0y 





‘| i Wf ja 


(复旦 ). 
解 ” 作 极 坐 标 变换 ; x = rcos 0,y = rsin 0, 则 











J 二 从 三 i 
J HFN oy 
所 以 
_ 1 2T of 
7 = [arf rd0. 
利用 格林 公式 ,有 
"of Pf oF 
[ rd0 = J Dds = , | (a + 5 jiray 
= | drdy 
加 [aof 3 石 4 
J PP TD 
于 是 
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类 题 1 设 f(x,y) 在 x* +y 1 二 次 连续 可 微 , 旦 满足 


人 27]- -22) 
Ox” oy 
试 计 算 积 4 

= | (区 一 二》 下 Dy Jawdy. 


x2+y2<1 


类 题 2 设 了 水 数 z=f(x,y) 满 足 方 程 F(x +az,y+bz) =0, 其 中 三 为 可 微 函 
Ab 六 上 加 - (x2+y2) 0% 0% 
a,b 为 常数 , 求 7 = | e CG rt 到 jaxdy( 华南 理工 ) 


x2+y2<1 


提示 ”在 方程 f(x +az,y+bz) =0 两 边 分 别 关 于 x,y 求 偏 导 ,可 得 





oz _ Fn oz _ /2 
ox aFi+tbF,’” 9y aF,+bF,’ 
进而 有 a 守 +b 完 = _]. 于 是 ， T=- | a 
x2+y2<1 


例 7.36 eo 


2 [* .mx 上 ?Tx 
和 | dz| sin 5 二 | ax] sin ph 





(数学 工 ). 
解 ” 积 分 区 域 D 是 由 y = Vx,y = x 及 a 

y = 2 所 围 成 (如 图 7-4 所 示 ). | 

交换 累 次 积分 的 顺序 ,有 由 


f= [af sin ye 








数 ， 


了 MX 





| 
I 
2 2 | 
= 一 | 0 了 dy 4 


4 
所 图 7-4 例 7.38 图 


| 


注 7.6 计算 累 次 积分 的 一 般 步骤 :根据 积分 的 上 、 下 限 得 到 表示 积分 区 域 D 
的 不 等 式 组 ,并 由 此 夯 出 积分 区 域 的 草图 . 然后 根据 积分 区 域 的 类 型 选择 合适 的 积 


分 顺序 . 
(4) 三 重 积分 的 计算 . 


计算 三 重 积 分 的 基本 方法 是 :化 为 累 次 积分 ( 先 一 后 二 或 先 二 后 一 ). 在 化 累 次 
适当 的 坐标 系 (直角 坐标 、 柱 坐标 \ 球 坐标 ) 和 合适 的 积分 顺序 . 











在 计算 三 重 积 分 时 类 似 于 二 重 积 分 的 变量 替换 定理 也 成 立 ,在 此 不 再 歼 
用 的 变 。 
柱 坐 标 变换 


述 . 党 
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X = rcos0,y = 7rsin0z =z,|J|=7, 
0<r<+%, 0<0<27,-% <z<+oo. 
由 此 可 见 , 柱 坐标 变换 就 是 z 不 变 , 而 将 x,y 用 极 坐标 变换 . 因此 ,将 三 重 积 4 
先 对 z 积分 化 成 二 重 积分 ( 先 一 后 二 ) 后 ,再 用 极 坐标 变换 其 结果 是 一 样 的 . 
当然 ,相应 于 柱 坐 标 变换 也 有 广义 柱 坐 标 变换 . 























球 坐 标 变 换 
x =rsinpcos0, y=rsingsin0, x=rcosp, |J|= rsin p， 


0<r<+%, 0<0<27, 0<o<7, 
其 中 + 是 球 半 径 , 9 是 转动 角 , p 是 仰角 ( 即 与 z 轴 正 向 的 夹 角 ). 
另外 ,相应 于 球 坐 标 变换 也 有 广义 球 坐 标 变换 . 
(5) 重 积分 的 应 用 . 
几何 上 的 应 用 


1) 求 平面 区 域 Dp 的 面积 , 即 4 = dxay; 


2) 求 空间 区 域 Q 的 体积 , 即 了 = 有 draya:; 


3) 求 曲面 的 面积 
设 二 元 函数 z = y) 及 其 一 阶 偏 导数 都 连续 , 它 所 对 应 的 曲面 5 与 平行 于 z 


轴 的 直线 只 交 于 一 点 , D, 为 该 曲面 在 x0y 平面 上 的 投影 , 则 曲面 $ 的 面积 ; 
大 汪 | Vl + + zydxdy. 
在 物理 上 的 应 用 | 
1) 求 质量 
薄片 的 质量 = je y) dxdy, 其 中 p(x， y) 三 0 是 薄片 的 面 密 度 . 


空间 立体 的 质量 M = hoc, y,z) dxdydz, 其 中 p(x,y,z) 三 0 是 空间 立体 的 体 


密度 ; 
2 ) 求 重心 . 
薄片 的 重心 (x ,7y) 
ova ec) dray 
a 六 三 之 


jenaray pcpardy 


空间 立体 的 重心 (X,Y,2) 


米 ， 24 
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各 


由 cc,yadzdydz ye,» ,2) drdyas 
x 9 ， y = D 

eC,y,z) drdyds 

D 








eC, ,2) drdyas | 
D 


ps, ,2) drdyas 





ZzZ 二 


osysa) drdydz 
3 ) 求 转动 惯量 
薄片 关于 % 轴 ,y 轴 及 原点 的 转动 惯量 分 别 为 : 

7 = ypCs,7) aray, 7, = px,y) drdy, 

di -三 fe + y p(x,y) dxdy. 
空间 立体 关于 x,y,z 轴 及 原点 的 转动 惯量 分 别 为 : 
= er + 2 )p(x,y,z) dxdydz, J a je + 2 )p(x,y,z) dxdydz, 

J. = | + 7)pls,y,s) drdyds, 
LS 下 +y + 2 )p(x,y,z) dxdydz. 

例 7.37 计算 三 重 积分 7 = 用 (x + 2)dy ,其 中 是 由 曲面 z = Ve + 产 与 


= M1 -和 -多 所 围 的 区 域 (数学 工 )， 
解 ”由 于 积分 区 域 2 关于 y0z 平面 对 称 ,所 以 由 say = 0. 对 积分 zav 采 用 





“ 先 二 后 一 ”的 方法 , 则 有 


(= 由 3 了 yt ee 了 udy 


了 -7)dr= 全 
本 例 亦 可 用 球 坐 标 变 : 换 和 柱 坐 标 变 换 来 求解 . 
类 题 1 计算 三 重 积 分 1 = 有 qxayqz, 其 中 0 为 球体 x + y +z 三 R 和 


x + +z 三 2Rz(R >0) 的 公共 部 分 . 


提示 ”用 “ 先 二 后 一 ”法 . 
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当 z e [0, 了 7] 时 ,用 z = z 的 平面 去 截 Q, 截 口 是 圆 域 D(z) .x +y <2Rz — 


Wz < [了 3,R] 时 ,用 > = z 的 平面 去 截 0, 截 口 也 是 圆 域 D,(z) :+ 产 坪 
-zz. 于 是 ,有 


了 = [2 | dxdy + [2 dz | dxdy 
D1(z) 2 Da(:) 


将 R 
= nz (2Re —z)dz+ 2 (RR — 2 )dz 


i 
aa0™ 


类 题 2 ”计算 三 重 积 分 :7 = (2 +y +2)7 Yqxdydz, 其 中 Q.x? 十 人 +(z— 
1)’<1. 

提示 “用 " 先 二 后 一 "法 .1= 全 和 

例 7.38 设 有 一 高 度 为 h(t) (i 为 时 间 ) 的 雪 堆 在 融化 过 程 中 ,其 侧面 满足 方 
程 z = AD 于 二 ( 设 长 度 单位 为 cm, 时 间 单位 为 h). 已 知 体积 减少 的 速率 
与 侧面 积 成 正比 (比例 系数 为 0.9) , 问 高 度 为 130cm 的 雪 堆 全 部 融化 需 多 长 时 间 ? 
(数学 工 ). 

解 ” 设 TD 为 雪 堆 的 体积 , S(t) 为 雪 堆 的 侧面 积 , 则 


CD) = 全 sy 


22+)2<[ h2(1) -h(t)z] 


=- 人 了 UPCD) -ADad = 二 ma(D， 


S(t1) = | AL + 于 + zdxdy 


2+)2 2 < 有 2 (2) 


| + 区 人 ey 


2+)2 2 < 有 2 (1) 


16r" 2 
[aof* 1 + = | a (1) + 167)irdr 


= mi (i). 
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由 题 意 知 , 此 = -0.95, 即 ”的 ( - - 孔 解 之 可 得 
dt dt 10 
13 
h(t) = 一 了 +C 


由 初始 条 件 h(0) = 130, 可 得 有 (1) = t+ 130. 邻 h(1t) 一 0 可 得 t = 100 (h). 


故 雪 堆 全 部 融化 所 需 的 时 间 为 100h. 

例 7.39 设 有 一 半径 为 RR 的 球体 , P, 是 此 球 的 表面 上 的 一 定点 ,球体 上 任 一 
点 的 密度 与 该 点 到 已 的 距离 的 平方 成 正比 (比例 常数 > 0 ) , 求 球体 的 重心 位 置 
(数学 工 ). 

解法 1 记 所 考虑 的 球体 为 2, 以 2 的 球 心 为 坐标 原点 0, 射 线 OP, 为 x 轴 的 
正 向 建立 坐标 系 , 则 P, 点 的 坐标 为 (R,0,0) ,球面 方程 为 


和 +y +z = R. 





px,y,2) = k[ (x -R) +y +2l]. 
设 重心 坐标 为 (x,y,z), 由 对 称 性 可 知 , y = 0,z = 0， 


re -R)* +y +z]dV 





二 


及 [ce -RY + dy 
而 
cay + ralav= fe +» +2)av 28 frav + eav 
he a +2)av + Rear (由 对 称 性 ,jxav = 0) 
-as do dp[ 7 -Psin pdr + SmR 
= 入 "mR ( 作 球 坐标 变换 ) ， 
tes -BR + aav= rc + +2)av -2R]eav + elsav 


3 -2 ear 


-3 + +2)dy =- TnR 





故 


人 上 | 福 


因此 球体 2 的 重心 位 置 为 (- 至 ,0,0) 
解法 2 ”选取 P, 为 坐标 系 的 原点 , 球 心 坐 标 为 (0,0,R) , 则 球面 方程 为 
x +y +(z-R)*=R 
而 此 时 密度 函数 为 
p(x,y,z) = k(x + 人 + 2 ). 
设 重心 坐标 为 (x,y,z), 由 对 称 性 知 , x = 0,y = 0， 


le +y +z)dV 
0 





之 二 


ce +y +z)dV | 
0 


而 
le +y +2)dV = 4「 dg[ ap” "resin pdr = BR’, 
Ee +y +z)dV = 4 dg[ dp sin pdr = 了 TR'， 
故 
4 


因此 球体 2 的 重心 坐标 为 (0.0,:) 


注 7.7 求 重心 问题 ,虽然 有 固定 的 方法 ,但 是 坐标 系 的 选择 是 至 关 重 要 的 ， 
适 的 坐标 系 可 使 问题 大 大 简化 . 在 解法 1 中 ,我 们 多 次 使 用 了 对 称 性 的 结论 . 


类 题 ”计算 三 重 积 分 7 = 人 +tan(x +y+z)]dV ,其 中 











(2 = { (x,y,z) [x +y 4 = 1}. 
提示 “上 断言 : Nancs +y+z)dV =0. 
易 见 站 关于 平面 Ts + y +z = 0 对 称 ,只 要 能 证 明 tan(x +y +z) 在 关于 二 
的 对 称 点 处 的 值 相反 即 可 . 
设 (《xo ,yo,z0) E 人 ,其 关于 万 的 对 称 点 设 为 (xy ;21 ) , 则 点 (xi ,yi ;21 ) 必 在 
X= %o 十 了 了， 
直线 了 :17 = y+1, 上 ,将 其 代入 开 的 方程 可 得 :t = -地 (m6 + y+ 及 ) ,所 以 了 与 


z=z20+t 
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Re 2 1 1 1 2 1 1 1 2 
厅 的 交点 为 (wo - 3707 3 0， 40 370 一 3 0， 下 370 一 370 3 


由 


























= Z0， 
yo 十 入 二 .2 
2 3 0 3 70 3 0 
Zo + Zi 1 _ 2 
2 3 0 370 3 03 
可 得 
% = Le = < 2 
| 3 0 370 3 科学 
2 1 2 
Yi 二 后 3*0+ 3730 320 
1 
21 3% 3270+ 3 50， 
所 以 tan(x, + Yi + 21) = tan( — %0 一 yo —20) = — tan(xo + Yo + 26), 即 tan(% 十 Y 十 


z) 在 关于 二 对称 的 点 处 的 值 相反 
于 是 ,有 1 = 由 。 dy, 用 球 坐标 变换 易 得 :1 = “(e - 1) 


例 7.40 计算 三 重 积 4 





1= |‖ :adradz 


x2+y2+22<1 


22 +12 -2z2 = 让 


(中 科 院 ,1983). 
解 ” 用 柱 坐 标 变换 . 不 难看 出 ,积分 区 域 2 变 成 








0 = {103) 1 pa eta- 六 5 
\ 厅 2 2 2 
[cea rai, 1 -rr<z<s I 

于 是 有 

or 全 二 gh Vi 
ee do rd ede + dg 有 dr sd 
=0+0 =0. 


事实 上 ,由 于 积分 区 域 2 关于 xOy 平面 对 称 ,而 被 积 函 数 关 于 z 为 奇 函数 ,所 
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以 由 对 称 性 可 知 7 = 0. 
例 7.41 求 由 (+y) ”+z =y 所 围 的 立体 的 体积 (南开 ). 
解 ” 显 然 立体 关于 x0y 平 面 y0z 平 面 对 称 . 在 上 半空 间 y 二 0 上 ,用 QQ 表示 位 
于 第 一 卦 限 部 分 的 区 域 , 则 

















『 = 4 arayas. 
0 
作 广义 球 坐 标 变换 : 
YX = Vrsingpcos 0, 0<0= 
y= Vrsinpsin0, O09 


‘ 。 
2 = Vreos p， 0<r Vsin psin 0 


O(x,y,2) 
9(r,0,9) 











17|= 
故 








V=4. zh del 并 二 a 


= .3B(3,1) ( 见 例 7.20(2)) 


= Tm 〈 余 元 公式 )， 
例 7.42 设 a,b,c 为 不 全 为 霉 的 实数 , f(1) 是 连续 函数 . 
7 = 和 we + by + cz) dxdydz, 
其 中 Q.x +y +z 三 1. 
(1) 将 7 化 为 单 重 积分 ; 
(2) 当 f(t) = cos i 时 ,计算 1 的 值 (第 (2) 问 ,南开 ). 
(3) 记 第 (2) 问 的 结果 为 1k) ,证 明 :1() 在 (0, + % ) 内 有 无 穷 多 个 零点 . 


解 (1) 记 k= V+ 大 + 把 单位 向 量 (人 ,二 ,人 ) 扩充 为 一 个 正 交 矩 阵 


| 
se 


Cal U3 033 
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作 变 换 


由 于 4-! 仍然 是 正 交 阵 , 故 |J| = |det 4- | = 1, 且 该 变换 将 区 域 Q 变 成 区 域 2; 


uw +r +w 1l. 于 是 


= fC) quadvaw 


| | fk) dvdw = r| (1 = 


+ E12 


例题 7. 26 是 这 个 问题 的 二 维 情 形 . 
(2) 当 f(1) = cost 时 ,有 


1 
7 = 5| (1 — wu )cos kudu = 








人 (2 
局 、 天 
(3) 记 g(k) =sin -kcos ,只 需 证 明 :g(k) 在 (0, + o ) 内 有 无 穷 多 个 零点 
即 可 . 令 g'(k) =ksin =0, 可 得 g(k) 的 驻 点 :k=nm,neN. 易 见 
， k>0, k=2m, 
2 (k) =sin ktheos k=| meN. 
hk<0,k=(2m+1)7n, 
由 此 可 见 ,g(k) 在 (0, + % ) 内 有 无 穷 多 个 极 大 值 和 无 穷 多 个 极 小 值 . 

而 极 大 值 g( (2m +1)m) = 大 >0, 极 小 值 g(2mm) = -k<0. 由 于 g(k) 是 连续 
函数 ,所 以 它 在 (0, + o ) 内 必 与 x 轴 有 无 穷 多 个 交点 , 即 g(5) 在 (0, + o ) 内 有 无 
穷 多 个 零点 . 

例 7.43 设 4 = (a;)3xs 是 正定 矩阵 ,证 明 椭 球 体 


一 COS 人 


3 
(2. > ajXi%; Se 1 
的 体积 等 于 “于 (det 4) 二 妈 
| 4T7 = 
dxi dx, dx3 = 本 (det A) 2 
0 


证 明 ”因为 4 正定 ,所 以 存在 正 交 矩阵 了 ,使 得 
T’AT = diag(A ,AAA3 ) ， 
其 中 履 >0( = 1,2,3) 是 4 的 特征 根 . 记 








4 -se( 和 ,二 三) 
作 变 换 





于 = Ny 三 TA 》> 二 TAY, 





NX3 ys 
则 变换 的 雅 可 比 (Jacobi) 行 列 式 为 
二 
9007 ,yy3 ) 
注意 到 
X'4X = (TAY)'A(TAY) = Y'A'T'ATAY 
= YA’'(T'AT)AY = Y'Y, 
有 


es dx, dx = | dx1 dx, dxs 


X'AX<1 


= | Caet 4) ayay,dy, 


拭 (det 4) 和 
例 7.44 计算 下 面 的 三 重 积 4 
(D171=]] HVE (> R); 


2 


x +y + (zh) 
C)J = 下 Oe Cw 
(x-a) +(y-6) +(z-ce)’ 
其 中 Q.x +y +2 和 RR. 
解 (1) 作 柱 坐 标 变换 :x =rcos0,y =rsing,z=z, 则 














产 二 (z 一 万 )” 
-2r| I VR th 2hz- (hz)]dz 


(h—z) 
2 





= =27[-3 于 (有 a a 
47R’ 
3h 
(2) 作 新 坐标 系 0&mi ,使 Z 轴 过 点 (a,b,c), 且 使 坐标 系 0&ml 到 坐标 系 Oxyz 
之 间 的 变换 为 正 交 变换 ( 从 坐标 系 08&7 一 坐标 系 Oxyz 可 通过 旋转 变换 来 实现 ， 
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次 





此 从 坐标 系 0é&mt 到 坐标 系 Oxyz 之 间 的 正 交 变换 是 存在 的 !) ,变换 的 行列 式 为 1. 
显然 该 变换 将 半径 为 R 的 球 仍 变 为 半径 为 尺 的 球 .记性 + 大 +c = 三 , 则 由 (1) 知 




















_ dédnde 
E 4 全 十 7 + (6-— 刀 ) 
47R’ 


机 
类 题 ” 设 了 是 单位 球面 巡 + 刀 + =1,4 是 了 内 部 一 点 , 它 与 原点 的 距离 为 g 
(0 <g < ,p 为 点 4 与 > 上 的 点 之 间 的 距离 , 求 1 = (华中 科大 ) 


提示 设 4 点 的 坐标 是 (a,b,c) ,由 题 设 条 件 ,g = Va +b +c 且 0<g<1, 而 
p=(x-a) +(y-b0) +(z-c)’ ,其 中 (x,y,z) ezY. 

作 坐标 系 的 正 交 变 换 ,使 得 4 点 位 于 新 坐标 系 0&mt 的 上 轴 上 ,这 样 可 以 将 积 

i 
+ +(z- gq) 

令 x =cosgsinp ,y = cosp ,0 和 0 三 2T ,0 近 p 去 克 , 通 过 计算 可 得 dS = 

sinpdbdp. 于 是 
J = [aof sinpd _ Tf/"d(l -2gcosp + gq) 


o 1 -2gcosp +q gh 1 -2gcosp +q 











= 二 In(1 - 2gcosp + gq’) | ss 0 
qd 0 qd 


(6) 广 义 重 积 4 

广义 重 积分 在 近年 来 各 类 学 校 的 考题 中 出 现 的 不 多 ,尤其 是 证 明 题 , 但 计算 题 
中 也 曾 出 现 过 一 些 . 广义 重 积分 的 计算 大 都 也 是 通过 化 成 累 次 积分 甚至 单 积分 来 
实现 的 ,下 面 我 们 将 通过 例题 来 说 明 这 一 点 . 

比较 判别 法 ” 设 D 是 无 界 区 域 , 9D 是 由 有 限 段 光滑 或 逐 段 光滑 曲线 所 组 成 . 
函数 f,g 在 D 上 有 定义 ,对 DD 的 任 一 可 求 面积 的 有 界 子 区 域 D,,f,g 均 在 D, 上 有 界 
可 积 . 如 果 g 非 负 , 且 

[flx,y) | g(x,y), V(x,y) eD, 

则 当 g 在 D 上 (广义 ) 可 积 时 ,f 也 在 D 上 (广义 ) 可 积 ; 

如 果 




















f(x,y) |= g(x,y), V(x,y) eD, 
则 当 g 在 D 上 的 广义 积分 发 散 时 , /在 D 上 的 广义 积分 也 发 散 . 


记 r = Vw, 取 g(x,y) = 所 (C 为 常数 ) ,由 上 述 比 较 判 别 法 可 得 如 下 的 
柯 西 判别 法 ”对 D,f 的 要 求 同 上 , 则 
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(1) 如 果 对 充分 大 的 r, 有 
fr) |< Sp > 2， 
则 广义 积分 (x,y) dxdy 收敛 ; 


(2) 如 果 刀 内 含有 一 个 顶点 在 原点 的 无 限 扇形 :D' = | (7,0) |r 二 7,a <0<B)， 
且 在 刀 上， 


fr) |> Sp <2, 
则 广义 积分 A(x,y) dxdy 发 散 . 


与 一 元 函数 在 无 限 区 间 上 的 广义 积分 不 同 , 广 义 重 积 分 的 收敛 性 与 绝对 收 鳅 
性 等 价 . 
对 于 无 界 明 数 在 有 界 区 域 上 的 广义 重 积分 可 类 似 地 讨论 ,在 此 不 再 缆 述 . 


例 7.45 计算 T= | | ee PR 


解 /= min {ye drdy 十 mind ,ye drdy 


= xe aray + ye- qxay 


y>x yx 


+% 加 2 +% x | 
= | edy| Me“ dx+| edz| ye dy 


2_2 .1[ 全. 二 
= 一 2 出 ed ( 令 VDx = 1) 





三 
= 
例 7.46 讨论 广义 重 积 
1=] 和 
» (x +y)! 


的 敛 散 性 ,其 中 D = | (x,y) |0 三 x 三 1,x +y 宇 1|. 当 积分 收敛 时 , 求 积分 的 值 . 
解 ”因为 被 积 了 图 数 恒 正 , 故 可 取 忆 = | (x,y) I0<x<1,1l <x+y r} , 显 
然 当 > 一 + o 时 ,D, 趋 于 D. 记 














作 变 换 :x = wx +y =7，, 则 
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1 "dv 1 1l-p 
| (=), 
显然 当 p > 1 时 ,积分 收敛 ,是 积分 值 为 了 


例 7.47 讨论 广义 积分 


四 dxdy 
7 = ?+ |y|’ (p>0,g >0) 











一 








|x 
lz lyP! 


的 敛 散 性 . 
解 ”由 对 称 性 ,有 





1=4 | -er 
x+y 宇 1 % 二 由 
x 二 0,7y 三 0 
二 


显然 , 1 与 下 面 的 积分 7 具有 相同 的 敛 散 性 


ee dxdy 
r= | 

















xP+yI 宇 1 


i 记 D,= |(x,y)|1 <x 














?+ry <r,x=0,y=0| ,显然 当 r 一 + oo 时 ,D, 趋 于 

区 域 D = | (x,y) |x +y 三 1,x 三 0,y 三 0 

下 面 考察 /，= 人 -ee 
D 


Xx 十 . 


= (pceos Or,y = (psin 9)*, 则 0 <0= 


lpr, 


TT 
2 3 





2 2 
17| = pi sins gcos” 0. 


4 -1 -1 2 
=| sin Dos 0d0| pr'r dp 
hs he 





ee 
q 


由 此 可 见 ， 于 < 1 时 积分 收敛 . 
例 7.48 人 重 积 分 


I dxdydz 


] — cos xcos ycos z” 





其 中 D 为 0 <x <m,0 <y<T,0 <z<7. 





解 作 变 换 . u = tan 到 v= tan7,w = tan 73, 则 0 < uv,w <+%, 











去 
ep ee COS 二 人 
1 +z2” 1 +v 1 +w 
OX,y,2) | _ 8 











O(u,v,w) (1 +w) (Ll + )(l +w) 
所 以 





= a sdudvdw, 
» (1 + + rw) -1 -ww)(l -vw)(l -ww) 
其 中 D' 为 uw > 0,v > 0,w > 0. 

再 作 球 坐标 变换 : wx = rsin pcos 0,v = rsin psin 0,w = rcosp , 则 0 < 0,p < 


El <r<+m%m,H|J|=rsing. 


而 
(1 +w) (+) +w) -1 -ww)(l-r)(l-w) 
=2(w + + w) +2u vw 
=27r? + 2rcos’ Osin’ Osin’ peos’ gp, 
故 





1=4 | i drdOdg 


1 + rcos Osin’ Osin’ pcos2op 





-4 sin gap dg 一 
其 中 入 = cos2bsin20sin peos’ 9. 由 上 式 可 见 ,积分 是 存在 的 ,下 面 我 们 来 计算 它 . 
作 变 换 : Ar = s, 则 


| 加 二 | s*(1 +s) ds 
0 1 +Ar 4A420 




















= 
从 而 
Se 
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三 .曲线 积 

1. 第 一 型 曲线 积分 (也 称 对 弧 长 的 曲线 积分 ) 

第 一 型 曲线 积分 是 定 积分 的 自然 推广 ,因此 它 具 有 定 积分 的 性 质 ,包括 含有 不 
等 式 的 性 质 及 积分 中 值 性 . 另外 , 它 还 有 自身 特有 的 性 质 一 与 积分 路 径 方向 无 
关 , 即 





f(x)ds = pf) ds. 


L(ABY 
(1) 计 算 方法 
第 一 型 曲线 积分 计算 的 基本 方法 是 :化 成 定 积分 . 需要 注意 的 是 化 成 的 定 积 
下 限 必须 小 于 上 限 . 
% 二 x(1) 了 
#1. | tie [a,B], 则 
y = y(t), 
B 
|F(s7)ds = {F(xCt) ,y(t)) Ye) + ye) dt 
对 空间 曲线 上 的 积分 有 类 似 的 公式 . 
(2) 第 一 型 曲线 积分 的 应 用 
1) 求 弧 长 . 
曲线 工 的 弧 长 1 = Jas = 「 Vx (t) + y(t) di. 
2 ) 求 曲线 的 质量 . 设 曲 线 工 的 线 密度 p(x,y) , 则 曲线 工 的 质量 
m = for) ds. 
3) 求 曲线 工 的 重心 坐标 . 设 曲 线 工 的 重心 坐标 为 (x,y), 则 


1 -1 
二 = /p(y) ds, 7 = |/yp(x,y) ds, 


其 中 由 = jp(x,y) dx 为 曲线 工 的 质量 

2. 第 二 型 曲线 积分 (也 称 对 坐标 的 曲线 积分 ) 

第 二 型 曲线 积分 的 背景 是 质点 受 力作 用 沿 曲线 运动 所 做 的 功 的 计算 ,因此 这 
类 曲线 积分 与 方向 ( 即 起 终点) 有 关 . 这 样 凡是 用 不 等 式 表 示 的 性 质 对 第 二 型 曲 
线 积分 均 不 再 成 立 ,由 此 可 推出 积分 的 中 值 性 也 不 再 成 立 . 但 定 积分 的 其 他 性 质 如 
线性 性 .可 加 性 等 对 第 二 型 曲线 积分 仍然 成 立 . 

(1) 计 算 方法 
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第 二 型 曲线 积分 计算 的 基本 方法 是 :化 为 定 积分 .积分 的 下 限 对 应 曲线 工 的 起 
点 ,上 限 对 应 曲线 工 的 终点 . 


| 应 曲线 工 的 起 点 4,; = B6 对 应 曲线 工 的 终点 B, 则 
y = y(t), 

B 
ee 


对 空间 曲线 元 也 有 类 似 的 公式 . 
计算 第 二 型 曲线 积分 常用 的 方法 : 
1) 利 用 曲线 的 参数 方程 化 成 定 积 分 求解 ; 
2 ) 对 平面 曲线 积分 用 格林 公式 化 成 二 重 积分 求解 ; 
3) 对 空间 曲线 积分 用 斯 托 克 斯 公式 化 成 第 一 型 曲面 积分 求解 ; 
4) 当 积 分 与 路 径 无 关 而 只 与 起 终点 有 关 时 ,用 求 原 函数 的 方法 求解 . 
另外 利用 对 称 性 可 以 简化 运算 . 
对 称 性 定理 ” 设 为 分 段 光滑 的 平面 曲线 . 
1) 若 忆 = LU 工 ,L 与 关于 x 轴 对 称 , 且 走 向 相反 , 则 
0 当 P(x,y) 关于 yy 为 侦 函 数 ， 


[aa| 
P(x,y)dx = 
J J P(x,y)dx， 当 P(x,y) 关于 y 为 奇 函 数 ; 


2) 帮 上 = LU ,Li 与 关于 y 轴 对 称 , 旦 走向 相反 , 则 
当 0(x,y) 关于 x 为 偶 图 交 
到 


?| Q(x,y)dy， 当 Q(x,y) 关于 * 为 奇 
(2) 第 二 型 曲线 积分 的 应 用 
1 ) 求 变 力 做 功 
设 质点 在 变 力 F(x,y) 作用 之 下 沿 着 曲线 了 从 4 点 运动 到 点 , 则 变 力 所 做 的 
功 为 



































从 


[enw = | i 


w=| Fds. 


L(AB) 
2) 求 平面 图 形 的 面积 
设 工 是 逐 段 光滑 的 简单 闭 曲线 , 则 它 所 围 的 面积 5 用 曲线 积分 表示 为 : 
S = 和 or = 一 yds = 本 xdy — ydx, 
其 中 曲线 工 的 正 向 为 道 时 针 方向 . 


3. 两 类 曲线 积分 的 关系 
坐标 微 元 dr = 7ds ,其 中 7 为 曲线 沿 指 定 方向 的 单位 切 向 量 , 则 


JF(x) ae | (F(x) yd 
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酒 
Uy 








对 平面 曲线 工 , 设 cos a ,cos B 为 它 的 切 方向 余弦 , 则 
pu + Qdy = | (Peos Qa + Qeos B)ds = | (Peos Qa + Qsin oa)ds. 
若 用 nn 表示 曲线 工 的 外 法 向 ,用 (x,n) 表示 x 轴 正 向 与 的 夹 角 , 则 


cosQa =—sin(x,n), sinQ = cos(x,n). 


于 是 又 有 
J Pa + Qdy = | _ Psin(x,n) + Qcos(x,n) ]ds. 
对 空间 曲线 工 , 设 cos a ,cos B,cos y 是 切 方 向 余弦 , 则 
| Pa Pe | (Peos a + Qcos B + Reos y) ds. 


例 7.49 计算 7 = yz + 人 委 )ds, 其 中 工 为 球面 x* + y +z = 及 与 平面 x + 


y +z = 0 的 交 线 . 
解法 1 (用 参数 方程 求解 ). 将 z = -x -y 代入 球面 方程 整理 可 得 


四国 








3 R 公 和 R 和 
令 一 yx = 一 cos 9 ,代入 上 式 得 . 二 = 一 sin 0, 所 以 
we 
这 一 二 0, y=- i 0 i 0， 
v6 6 V2 
TE 0<0=27, 
V6 2 
ds = Vx (0) +y (0) +z" (0)d0 = Rdb， 
于 是 


2T 也 2 入 
了 = | al - og 0- Ln O 十 R20 一 和 in Ocos 0 二 人 same jug 
‘4 局 


解法 2 (用 对 称 性 求解 ). 由 于 积分 变量 x,y,z 在 曲线 方程 中 具有 轮换 对 称 
性 ( 即 三 个 变量 轮换 位 置 ,曲线 方程 不 变 ) ,所 以 


bads a 和 S fads, 
yd = bads 量 peds. 


故 





_1 2 2 2 _1 2 _ 2 3 
= hety tzts + 和 +z )ds = 5 中 Rds = 本 T 有 ， 


类 题 1 计算 xyds, 其 中 工 是 球面 + 和 +2 = R 与 平面 x~+y+z=0 的 


提示 可 直接 利用 参数 方程 求解 ,但 利用 对 称 性 更 为 简单 . 由 
payds = fyzds = bards 





可 得 
payds 本 (am + yz + zx) ds 
= Bp +y+2) — (x +y +z))ds 
1 ,a Le 
= 一 于 Rd = 一 3 本， 
类 题 2 计算 曲线 积分 1 = - 些 二 下 其 中 了 是 本 圆周 生 + 她 = 1, 方 向 为 
[x|+ |y| 4 9 

逆 时 针 方 向 . 





提示 ”曲线 位 于 x 轴 上 、 下 方 的 部 分 分 别 记 为 L 忆 ,显然 所 i 关于 x 轴 对 
称 , 且 走 向 相反 .由 于 p(x,y) = 关于 y 是 个 函数 ,所 以 一 全 一 pp 

















1 
[x|+|y| 
| 
|+|y 

例 7.50 求 八 分 之 一 球面 x +y +z = R?,x 宇 0,y 宇 0,z 宇 0 的 边界 曲线 的 
重心 . 设 曲线 的 线 密度 p = 1 (数学 工 ). 

解 ” 设 边界 曲线 了 在 xOy,y0z,zOx 平面 内 的 弧 段 分 别 为 万 ,万 , 亡 , 则 曲线 的 
重量 为 


站 








m= lds =3. 0 = nh 


4 
设 曲 线 工 的 重心 坐标 为 (x,y,z) , 则 


x= (Jes + 上 ad 十 上 xd 


里 el = 2 [ Reos 0d0 = 把. 
由 对 称 性 知 ,= 了 = 2 = 执 ， 故 所 求 的 重心 为 ( 饶 , 名 ,全 ) 





例 7.51 计算 1 = et -a ,其 中 工 是 椭圆 2 + 37 = 1, 方向 沿 道 时 针 方向 . 
X yy 
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解 PR(x,y) = y) = 5 F477' 在 任何 不 包含 原点 的 区 域 


内 均 有 引 = - 3x =- 4” - 90 因此 对 任何 完全 落 在 内 部 且 包 含 原点 的 封闭 
y (3x +4y ) Ox 
曲线 C, 在 志和 C 所 夹 的 区 域内 应 用 格林 公式 ,有 
} Plxsy) dx + Q(x,y)dy = 0， 


其 中 C7 表示 在 曲线 C 上 方向 沿 顺 时 针 方 向 . 
由 此 可 得 





1 = $P(s,y) dr + Q(x,y) dy. 
选取 e > 0 适当 小 ,使 C:3x* + 47 = a? 完全 落 在 L 内 , 则 有 
dy — vd 1 
I= YF = rdy -yds 


3x° +4y EC 
€ T 


2 2 忆 
二 dxdy = “看 一 ， 总 
2 3 J 二 太 2 V3 2 V3 


注 7.8 本 例 的 解法 是 利用 积分 与 路 径 的 无 关 性 来 处 理 内 部 含有 奇 点 的 第 二 
型 曲线 积分 常用 的 方法 . 另外 ,需要 提醒 大 家 的 是 ,要 注意 题 设 的 条 件 . 例如 , 当 
f(u) 连续 时 ,证 明 











je +7) adr + ydy) = 0， 
(其 中 必 是 一 光滑 封闭 草 线 ) 就 不 能 使 用 = 中 ， 此 时 只 能 使 用 积分 与 路 笃 无 关 


的 另 一 个 条 件 , 即 Pdx + 0dy 是 某 个 函数 的 全 微分 . 
类 题 证明 : 
=” <0, 
iL % 十 和 27, &€ >0, 
其 中 工 是 以 (&,1) ,(E -1),(-1, -1),(-1),1) 为 顶点 的 矩形 边界 ,积分 沿 二 的 
正 向 . 


例 7.52 计算 曲线 积分 1 = Pdx + 0dy, 其 中 


x 


Ps Ee (Xsiny - ycos y) ,0 = 
MX 十 


是 绕 原 点 的 简单 闭 曲线 . 
解法 1 当 w* + 六 0 .可 以 验证 2 ， 所 以 可 将 曲线 工 换 成 以 原点 为 中 
心 ,适当 小 的 a > 0 为 半径 的 小 圆周 


e 








(XCoOs y + ysin y) ， 
x +y 
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L':x = ecos 0,y = esin 0,0 < 0 <27n. 











易 见 
xdy — ydx xdy — ydx 
三 三 2 
" 4 2 十 入 4 x 十 y 
构造 辅助 函数 
A=P 省 B=0 = 
a Q x ty 
仍 有 2 = 呈 . 若 定义 4(0.0) = 0,8(0,0) = 1 , 则 4,8 在 原点 连续 . 
Y X 


事实 上 ,由 泰勒 展开 式 , 有 
e” -1+x+ 和 +o(z2)， Cosy = 1 -+0(7)， siny =y +o(y), 
所 以 有 








0 

时 1 x? 2 2 y 2 
i 1l+x+7 +o(%) x(y +o(y)) -yl1 -2 +o(y))+y 
MX 十 和 2 


37(1 +x) + 一 0 ( 当 (x,y) 一 (0,0) 时 )， 


即 补充 定义 后 4 在 原点 连续 . 同 理 可 证 B 也 在 原点 连续 . 于 是 


T=J=27 
解法 2 在 L' 上 ,有 
wy = wt = wy uy 三 从 
x 十 和 x +y 
故 
x dy — yd pe dx + yd 
了 = $e CoSs ， 十 $e sin 
= | -a “cos( esin 0)d0， 
0 
积分 值 与 = 无关. 注意 到 被 积 函数 关于 se ,9 连续 , 令 se 一 01 ,在 积分 号 下 取 极 限 可 
得 
1=| 40 = 2 
例 7.53 设 1。 = 一, 求 lim 7%，( 浙 大). 


x2+xy+y2 = R2 (好 二 :站 )” 
解 ” 记 椭圆 周 x? + xy+y = RR 为 L, 取 a > 0 充分 小 ,使 小 圆 人 .x* +y = 2? 
完全 落 在 区 内 .并 记 工 与 忆 所 夹 的 区 域 为 九 ,由 格林 公式 , 则 有 
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六 
亲 
如 : 
酒 
JJ 








Tr,o = (us -| +| 人 


有 证 


Ne | 


-| | xdy — ydx 





一) + 几 ， 
对 态 作 极 坐标 变换 : x = peos 0,y = psin 0, 则 


2T R/ VI+sin Gcos 0 
J =201 -0)] dg | Bp 


27T 
Rr | (1+sin bcos0)"d0 -2ne’™; 
0 
对 J 利用 参数 方程 : x = scos 0,y = ssin 0 , 则 


jy = 2Te2 7. 


2TT 
Tes | (1 + sin gcos 0)"  d0. 
0 
注意 到 
1 +sinQcos0=1 + 了 sin 20 >0，0 乏 0 和 2T， 
所 以 
2T， oo=1, 
二 mA = 0 ， o> 1, 
十 oo I < |. 


? 


例 7.54 计算 曲线 积分 7 = $ (z—y)dx + (x—-z)dy+ (x—Yy)dz, 其 中 工 是 


曲线 |” 人 ， 从 := 轴 的 正 向 往 负 向 看 去 的 方向 是 顺 时 针 方 向 (数学 T) 


X% 一 YY 二 2z = 
解法 1 0 令 x = cost,y = sint, 则 


z=2—-cost+sint. 





je [ (2-cosit)sint+ (2cost— sint ~2)cost+ 


2T 


(cost—sint)(sint +cost) |]d 


0 
=-| [2(sint +cost) -2cos21-1]d =-27. 
2m 
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解法 2 (用 斯 托 克 斯 公式 求解 ) 设 5 为 平面 x -y+z =2 上 以 二 为 边界 的 


有 限 部 分 ,其 法 向 量 与 z 轴 正 向 的 夹 角 为 钝 角 . D,, 为 5 在 xy 平 面 的 投影 域 , 即 D,: 
x +y 1.icF = |z-y,x-z,x—-y|, 则 

dydz dzdx dxdy 

0 0 0 


rotF = = 2dxdy. 
Ox Oy Oz 























由 斯 托 克 斯 公式 可 得 
T= fF = J2axay = -2 ad = -27, 





其 中 dr = | dydz,dzdx,dxdy}. 

注 7.9 在 使 用 斯 托 克 斯 公式 将 空间 曲线 积分 化 成 第 二 类 曲面 积分 (当然 也 
可 化 成 第 一 类 曲面 积分 ,关于 这 些 在 下 一 段 我 们 详细 讲解 ) 时 ,要 注意 世 的 方向 和 
曲面 $ 的 法 向 量 符合 右手 法 则 . 


例 7.55 设 封闭 曲线 /| + +2# 二 二 的 正 向 与 z 轴 正 向 符合 右手 法 则 ， 




















x +y +2 = 2x 


求 曲 线 积分 了 = | _ |dx + zdz. 


2 3 
+ tl a) 7 4 ee i 
解 由 | “7 “可 得 因此 可 设 曲线 的 参数 方程 为 ; 
x +Yy +z = 2z ES 
= 7 
V3 3. 1 5ST -3 三 
一 一 三 ”一 一 和 | 
区 081 7 Sint ,2z 7 上 从 4 到 下 
于 是 


1 = |y—x| dx +zdz 
L 




















到 5 人 一 外 Bin (因为 dz = 0) 
-于 12 2 2 
3 
=- -于 cos( + 下 | sintdt 
w=t+ 疗 


3 | leoosulsin(u - Tjau 





3 , 
Se a | cosu | (sinu — cosu) du 
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3 fr 
三 | cosz |cosudu 


六 Lsinol iiody = 0., 

注 7.10 (1) 由 于 被 积 函数 中 出 现 了 |y -~x | ,所 以 本 例 不 能 使 用 斯 托 克 斯 公 
式 ; 

(2) 参 数 ; 的 取 值 从 - : 严 到 :是 为 了 让 后 面 定 积分 的 积分 区 间 化 成 对 称 区 
间 . 当然 也 可 以 取 # 的 值 为 -7 到 7 或 0 到 2 等 . 

例 7.56 计算 曲线 积分 /= | ds +zdy +xdz, 其 中 工 是 从 点 (a,0,0) 沿 着 以 


























下 曲线 到 点 (0,0,c) 的 路 径 : 区 + 了 =1, 二 + 二 =1(a>0,) >0,c>0 为 
a 和 a Ce 
常数 ) ,x 三 0,y 三 0,z 三 0( 复 旦 ). 
解法 1 (用 参数 方程 求解 ). 从 过 + 二 = 1 中 解 出 z = c[ 1 - 科 ) 代入 本 球面 


方程 ,整理 可 得 : 








2 
加 
2 厅 
令 
a a 
x = 7 + F080, y = 一 Sin 0， 
则 
C 
z= 7 Cos 0 
由 于 x 宇 0,y 三 0,z 宇 0, 并 注意 到 椭圆 心 在 (多,0,0) 处 ,所 以 0 < 和 0 到 T, 故 


I | La 0 sin O 十 全 豆 Fcos 9) ee 0+ 


(人 + os 0) Ssin g]ae 


解法 2 (选取 z 作 为 参数 ). 曲线 工 的 参数 方程 为 : 
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本 人 y=56 < zz 从 0 到 <. 
C 











_ bc-a)f /2 2 ， br z ° z 
= - | a 3 3 ge +a] (1 -E): 
全 
从 六 
be- be pac 
4 2 2 

ac ay) 
= 二 -一 一 (ac +c). 

2 4 

















解法 3 (用 斯 托 克 斯 公式 求解 ). 由 于 空间 曲线 工 不 是 闭 曲线 ,所 以 补充 直线 





和 Zz 
= 
a 


S| 
c ”到 点 





段 忆 ,使 得 二 + 疡 为 财 曲线 ,其 中 六 是 从 点 (0,0,c) 沿 直 线 | 
y=0 




















(a,0,0) 的 直线 段 . 由 斯 托 克 斯 公式 ,有 
7 = ( | )ydx + zdy + xdz 
=— Jaydz + dzdx + dxdy - | ydx + dy + xdz， 


其 中 Ss 是 由 LL + 工 所 围 的 有 限 部 分 . 
注意 到 5 在 x0Oy 平 面 、y0z 平 面 以 及 zOx 平面 的 投影 分 别 为 : 


于 2 
To 入 
D,: 2 再 二 之 


二 (2) 加 < 











C= 
< 2 
D,.: i 一 + 下 1,，y 宇 0,z 宇 0 
7 (9 
2 V2 
及 
D,:T+ =1,y=0,x=0,z=0 
a Cc 


所 以 
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oy i -al -三 jd 








2 
ac ”TD 

ET 

2 4 





例 7.57 设 函 数 f 作 x) 在 (- % ,+ wm) 上 具有 一 阶 连续 导数 , 工 是 上 半 平 面 
y > 0 内 的 有 向 分 段 光 滑 曲 线 , 其 起 点 为 (a,5) ,终点 为 (c,d) . 记 


1= | tri yy) Jdr + SEPA ry) -1]dy 
Ly y 


(1) 证 明 :曲线 积分 了 与 积分 路 径 无 关 ; 

(2) 当 ab = cd 时 , 求 了 的 值 . 
(数学 工 ). 

证 明 (1) 因 为 


[0 + A))] = B+) Ya Ce， 
其 [ 诗 O) -DD]= Ken) + "(9y) -六 
所 以 在 上 半 平 面 内 曲线 积分 /与 积分 路 径 无 关 . 
解 (2) 由 (1) 知 ， i 和 [yf(9) - 1]dy 是 某 个 函数 
(x,y) 的 全 微分 ,而 
[1 + f(y) dx + [AY) ~ 1]ey 
= dy + fn) (yd + dy) 
= dE)+ A dy). 
设 F(x) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 则 u(x,y) = + F(xy) + C ,因此 
T=u(c,d) -u(a,b) = 和 es 
类 题 1 设 申 线 积分 | wy?dx + yp(*)dy 与 积分 路 径 无 关 , 其 中 p(x) 具有 连 


和 
续 导 数 ,日 pg(0) = 0, 计 算 | oy de + yp(%)dy (数学 ). 
(0; 
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类 题 2 设 函 数 Q(x,y) 在 必 平面 上 具有 一 阶 连 续 偏 导数 ,曲线 积分 上 2xydx + 
Q(xwy)dy 与 积分 路 径 无 关 , 并 上 且 对 任意 1 恒 有 


(1,1) (1,1) 
| 2xydr + Q(z) dy =| 2xydr + Q(x,y) dy, 
(0,0) (0,0) 


求 O(x,y) (数学 [, 工 ). 
提示 “由 已 知 条 件 : 2& = 2x, 即 (x,y) = *2 +c(y) ,ely) 为 待定 函数 , 又 


(1,1) 1 1 
[ 2xydxr + Ox dy= | (P+ely)) dy = P+ | ey) dy, 
(0,0) 0 0 


1,t) t t 
| 2d + Q(x,y)dy= ja +c(y))dy = + | cd 


让 两 者 相等 ,并 两 边关 于 t 求 导 可 得 c(1) = 2t -1, 故 0(x,y) =x +2y-1. 
或 由 





du(x,y) = 2xydx + Q(x,y)dy = 2xydx + [x + c(y) ] dy 
= d(xy) + d(B(y)), 


也 
弦 


u(x,y) = 2 + DPD(y), 
其 中 B(y) 是 c(y) 的 一 个 原 函 数 . 
又 由 


(11) 
fo 2 + Qe) dy = [ey + BED =F + B(1) - B00), 


(1 
| 2 + Q(x,y)dy= [ry + By) TG = t+ Bt) - B(0) 
可 知 ， 
DB(1) =t -t+ DB(1). 
两 边关 于 i 求 导 可 得 
c(t) = 21 -1. 

例 7.58 质点 P 沿 着 以 4B 为 直径 的 圆周 ,从 点 yh 
A(1,2) 运动 到 点 B(3,4) 的 过 程 中 受 变 力 FF 作用 ， 
如 图 7-5 所 示 . FF 的 大 小 等 于 质点 PP 到 原点 0 之 间 的 
距离 ,其 方向 垂直 于 线段 OP 且 与 y 轴 正 方向 的 夹 角 
小 于 于 , 求 变 力 正 对 质点 尸 所 做 的 功 (数学 工 ). 

解 设 P 点 的 坐标 为 (x,y). 由 题 设 ， 
IF|= OP =r= Vx +y. 图 7-5 例 7.58 图 

















338 ”考研 数学 分 析 总 复习 一 精 选 名 校 真 


向 





设 区 = (cos Q,sin a) , 则 rs 可 表示 为 7。 (| 
r 





由 题 设 , FP = (cos(a + 7),sin(a 7))= ,EE) (有 是 方向 的 单位 


向 量 ) , 故 = |F|Po =r| -二 过]= ( -yx). 于 是 变 力 忆 对 质点 所 做 的 功 
为 


W = Le — ydx + xdy. 
AB 


由 于 4B 的 方程 为 (x -2)2 + (y - 3)* = 2, 所 以 48 的 参数 方程 可 表示 为 : 
x = 2 +eost,y = 3 + Vsint, :从 - 区 到 了 
从 而 
W= 人 -ydx + xdy 


[i + V2sin t)sin t + V2(2 + V2cos t) cos t]dit 


=2(T7 -1). 
类 题 ” 设 质点 受 力 作用 , 力 的 反方 向 指向 原点 ,大 小 与 质点 离 原 点 的 距离 成 正 
比 . 若 质 点 从 点 (a,0) 沿 椭圆 移动 到 点 (0,5) ,a,6b > 0. 求 力 所 做 的 功 (北京 航空 
航天 大 学 ). 
提示 ”由 题 意 ,F = (kx,ky), 则 





W = | k(xdx + ydy), 

其 中 了 是 从 点 (a,0) 到 点 (0,2) 的 椭圆 段 . 

例 7.59 计算 积 4 

7 = 中 [xceos(m,z) + ycos(n,y) ] ds ， 

其 中 (n,x) ,(n,y) 分 别 是 由 * 轴 、 轴 正 向 与 也 的 外 法 向 于 之 间 的 夹 角 ,了 为 逐 段 
光滑 的 简单 闭 曲线 . - 

解 。” 六 表示 区 的 正 向 , 即 沿 首 时针 方向 ,切线 方向 上 y 到 
与 1 一 致 ,如 图 7-6 所 示 . 从 壮 道 时 针 旋转 7 即 到 7 ,于 


(nx) = (7,7),(n,y) = Tm- (7,%), 
故 O x 
cos(n,x)ds = cos(7,y)ds = dy, 图 7-6 例 7.59 图 
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cos(n,y)ds =— cos(7T,x%)ds = — dx. 
从 而 


了 = 4 [xcos(n,x) + ycos(n,y) Jds 
= 4 xdy - ydx = 25S, 
下 


其 中 5 表示 工 所 围 的 面积 
类 题 计算 高 斯 积分 

















[= 4 So 


oD r 


其 中 9D 表示 单 连通 区 域 D 的 边界 ,rr 为 9D 上 一 点 P(x,y) 到 9D 外 一 点 A(é,n) 


的 距离 ,(r,n) 为 r( 即 向 量 4P) 与 外 法 向 的 夹 角 


提示 因为 4P = (x —-é,y -n,n = (cos(n,x) ,cos(n,y) ), 所 以 


é 


= scos(n,x) +} 








cos(r,n) 


A 











5 x) + 7 Yoos(n,y) as 


一 Yeos(n,y). 


= say -dx (利用 上 例 的 结论 ). 


oD 


当 A4 在 D 外 部 时 ,由 格林 公式 可 得 7 = 0. 


当 A 在 D 内 部 时 , 取 含 于 D 内 的 以 A 点 为 圆心 的 小 加 C , 则 


1=+ ee S20 
cr r 


例 7.60 已 知 平面 区 域 D= |(x,y)|0<x<7,0<y< 


边界 . 试 证 : 
( 1 ) 和 esin 7d _ En xdx 三 Xe 一 Sin rd em “dx; 
yy ) y= 
(2) 4 xe™’dy - ye "*dx > 27°. 
L 


(数学 工 ). 
证 法 1 (1) 由 于 


0 
左边 过 | re”™ ?dy 加 | Te 一 Sin xdx = 下 区 En 和 十 Ge 区 
0 T 0 


右边 三 | re™ dy [re™ xdx 二 TT [te x 和 en* 
T 0 


所 以 欲 证 的 等 式 成 立 . 


T| 奖 为 万 的 正 向 
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(2) 由 (1) ,利用 平均 值 不 等 式 得 
由 semrdy -ye™de = m | (e™* +e™)dr > 27. 
证 法 2 (1) 由 格林 公式 ,有 
左边 = ew + em)qrdy ， 右 边 = (e+e) drdy 
因为 万 关于 直线 y = x 对 称 , 所 以 左边 = 右边， 


(2) 由 (1) 得 
siny _ 一 Sin x 三 1 一 8im % siny -siny sin x 
fae ye "dx 7 je +e™’+e + e™”)dxdy 
=2 [drdy = 2™ 
D 
四 、 曲 面积 分 


1. 第 一 型 曲面 积分 (也 称 对 面积 的 曲面 积分 ) 
第 一 型 曲面 积分 的 背景 是 计算 曲面 薄片 荆 的 质量 . 知 p(x,y,z) 宇 0 是 曲面 3 


的 密度 , 则 M = 有 pcs,y,z)ds 是 曲面 的 质量 . 它 具 有 重 积分 的 性 质 ,如 ,线性 性 、 可 


加 性 等 ,而 且 它 与 积分 曲面 的 侧 无 关 . 

(1) 计算 方法 

基本 的 计算 方法 是 化 成 二 重 积 4 

若 王 的 方程 由 单 值 轴 数 z = z(x,y) 给 出 ,3 在 x0y 平 面 上 的 投影 区 域 为 Dp, ， 
则 


fxs,2) ds 三 | fC,y ,ars»)) Ml + + zydxdy. 
若 卫 的 方程 由 单 值 函 数 y = y(x,z) 或 x = x(y,z) 给 出 ,可 相应 地 写 出 其 计算 


公式 . 
对 称 性 定理 ” 设 分 片 光滑 的 曲面 三 关于 y0z 平面 对 称 , 则 
2 xy,z)as， 车 /x,y,z) 关于 x 为 偶 函 数 ， 
,yz)as 三 5) 
0， 若 /(%,y,z) 关于 yx 为 奇 函 数 ， 
其 中 局 :xx = x(y,z) 三 0. 
类 似 地 可 给 出 关于 其 他 两 个 平面 的 对 称 性 定理 . 
(2) 第 一 型 曲面 积分 的 应 用 . 


1) 求 有 界 曲 面 的 面积 : 4 = us 
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2) 求 曲面 薄片 的 质量 ; M = p(x,y,z)q5,p 为 曲面 薄片 的 密度 . 
3) 求 曲面 于 的 重心 坐标 ， 
X= 五 四 ed， y 三 le y,z) dS, 


z= Wl), 


其 中 = or, ,a) ds. 


2. 第 二 型 曲面 积分 (也 称 对 坐标 的 曲面 积分 ). 
第 二 型 曲面 积分 的 背景 是 计算 流速 场 V = (P,0,R) 在 单位 时 间 内 向 着 指定 
侧 的 流量 ( 通 量 ) , 即 


® = Payaz + Qdzdx + Rdxdy, 


因此 它 与 积分 曲面 的 侧 有 关 . 
(1) 计 算 方 法 
基本 的 计算 方法 是 化 成 二 重 积 4 
1 ) 参 数 法 
若 曲 面 允 由 单 值 函数 z = z(x,y) 给 出 ,5S 在 x0y 平 面 上 的 所 影 区 域 为 D,， , 则 


je y,z)dxdy = 土 je yz(XY,Y) ) dxdy. 


正 负 号 的 取 法 是 :曲面 的 法 向 量 与 z 轴 正 向 夹 角 为 锐角 时 取 正 号 ,为 钝 角 时 取 负 号 . 
知 曲面 方程 是 由 单 值 函数 y = y(x,z) 或 x = x(y,z) 给 出 ,其 计算 公式 可 类 
似 地 给 出 ,符号 取 法 的 规则 如 上 . 
若 曲 面 三 是 由 参数 方程 给 出 : 
3Y:Y =x,0), y=yu,v0), z=zu,v), (u,v) EDD， 
且 行 列 式 
_ 9(y,2) _ 9(z,%) _ 0(%,y) 
oO(u,v)’ oO(u,v) ” oO(u,v) 





不 同时 为 零 , 则 
ja ee jw + OB + RC) dudv, 


其 中 正 负 号 的 取 法 是 : 若 向 量 (4,B,C) 与 3 的 法 向 量 (预先 指 定 的 ) 一 致 时 , 取 正 
号 ,否则 取 负 号 . 

2) 用 高 斯 公式 化 成 三 重 积 4 

3 ) 用 斯 托 克 斯 公式 化 为 第 二 型 曲线 积 
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这 种 方法 并 不 常用 ,原因 是 从 第 二 型 曲面 积分 到 第 二 型 曲线 积分 时 ,第 二 型 曲 
线 积 分 的 被 积 函数 不 易 求 出 . 
对 称 性 定理 ” 设 分 片 光 滑 的 曲面 上 关于 x0y 平面 对 称 , 且 侧 相 反 , 则 


[Ja ) dxd . RCs,y,2) drdy, 当 R(x,y,z) 关于 z 为 奇 函 数 ， 
X,Yy,Z) dxdy = 1 了 





0 ， 当 R(x,y,z) 关于 z 为 偶 函 数 ， 
其 中 :zz = z(x,y) 三 0. 
类 似 地 可 给 出 关于 其 他 两 个 平面 的 对 称 性 定理 . 
(2) 第 二 型 曲面 积分 的 应 用 
1) 求 空间 封闭 曲面 上 所 围 的 立体 的 体积 : 


VY 3 fdya: + ydzdx + zdxdy. 











2) 求 通 量 (流量 ) 
流速 场 Y = (P,Q,R) 在 单位 时 间 内 向 着 曲面 三 指定 侧 的 流量 : 
中 = aaz + Qdzdx + Rdxdy. 


3. 两 类 曲面 积分 之 间 的 关系 
设 王 是 可 定向 曲面 ,于 是 二 上 选 定 的 某 一 侧 的 法 向 量 , 则 


Peraz + Qdzdx + Rdxdy = | peos Qa + QecosB + Reos y)dS， 
了 了 


其 中 cos a,cos B,cos y 是 法 向 量 寺 的 方向 余弦 . 

这 个 公式 的 主要 用 处 在 于 简化 曲面 积分 的 计算 . 当 计算 某 一 类 曲面 积分 特别 
复杂 时 ,可 利用 这 个 公式 将 其 转化 为 男 一 类 曲面 积分 计算 . 

4. 高 斯 公式 

若 空 间 闭 区 域 2 是 由 分 片 光滑 的 闭 曲 面 所 围 成 , P,Q,R 在 QQ 上 具有 一 阶 连 
续 偏 导数 , 且 3 取 外 侧 , 则 


Jewa: 下 由 ( 守 关 )dxayaz, 











Npeos Qa + QcosB + Reos y)dS = js + + 全 jdvdydz， 
其 中 cos a,cos B,cos y 为 三 的 外 法 向 款 的 方向 余弦 . 
5. 斯 托 克 斯 公式 
斯 托 克 斯 公式 是 将 空间 曲面 上 的 第 二 型 曲面 积分 与 该 曲面 边界 上 的 第 二 型 曲 


线 积分 之 间 建 立 联系 的 重要 公式 . 
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设 允 是 空间 分 片 光 滑 曲 面 , 3 的 边界 工 由 分 段 光滑 曲线 组 成 . 又 设 P,Q,R 在 
三 上 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 
dydz dzdx dxdy 








Pd + Qdy + Rdz = 中 人 人 
PP 0 RR 
其 中 工 的 方向 与 的 方向 符合 右手 法 则 . 
或 
cos@a cosB cosy 
Pd 二 和 中 和 也 ds, 
- Pp 0 R 


其 中 cos a,cos B,cosy 是 王 的 法 向 量 的 方向 余弦 . 

若是 xy 平面 上 的 区 域 , 则 上 两 式 就 变 成 了 格林 公式 . 

由 斯 托 克 斯 公式 很 容易 推出 及" 中 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 : 设 了 是 有” 
中 的 曲面 单 连通 区 域 , v = Pdx + 0dy + Rdz ,其 中 已,O,R 在 了 内 有 连续 偏 导数 , 则 
下 列 结论 等 价 : 


(1) 对 3 内 任 一 闭 曲 线 C, 有 中 wx = 0; 


























(2) 对 号 内 任 一 路 径 C，| u 仅 与 C 的 起 点 ,终点 有 关 , 而 与 所 走 的 路 径 无 关 ; 
(3) 在 卫 内 成 立 
oP 690 oR_%0 BR_P 
oy Ox” 0 0 x oz， 
(4) 存 在 函数 WW(x,y,z) ,使 得 在 3 内 成 立 
dW = Pdx + Qdy + Rdz, 





W(x,y,z) 二 | P(t,y,z) dt 十 | Qss,2) ds 家 | R(xo yo,r) dr + C, 


Cwsyis) 


(wy;2) 
| Pdx + OQdy + Rdz 一 WW = W(x,y,z) — W(xo ,yo ,20). 
(%0,)0,20) 


例 7.61 选择 题 : 设 S:x* +y +z =a*(z 宇 0) ,5 为 5 在 第 一 卦 限 中 的 部 分 ， 
则 有 ( ) (数学 工 ). 


(A) Jaas 机 4 Jaas; (B) jas 4 Jaas; 


(C) js = 4 Jaas; (D) jzas 三 4 ozas 





(x0,70,20) 
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解 ” 因 为 曲面 S$ 关于 y0z、zOx 平面 对 称 , 所 以 由 对 称 性 定理 有 


laas = js = ja = 0. 


jas > 0， yaads > 小 
故 应 选 (C). 
例 7.62 设 $ 是 椭 国 面 生 + 全 + = 1 的 上 半 部 分 ,点 P(x,y,z) e 5, 厅 为 
$ 在 点 的 切 平面 p(x,y,<) 为 点 0(0,0,0) 到 平面 本 的 距离 , 求 -0S 


(数学 工 ). 
解 设 (X,7,Z) 为 本 上 任意 一 点 , 则 二 的 方程 为 


由 此 易 知 


2 2 
= (< ?| 
p(X,y,z) (5 人 


由 S 的 方程 := 几 - 全 -公有 ， 


2 2 
2 
p(X,y,z) = a 
V4-x -yy 
_ 站 本 2 
dS = VI + + addy = TE TY dvdy 
2 有 


ER 
2 2 


于 是 





p(X,y,z) 
其 中 D,:w* +y 二 2 是 5 在 xOy 平面 上 的 投影 . 
作 极 坐标 变换 容易 求 出 : 


[ss 4 lo - 扣 
例 7.63 计算 曲面 积分 7 = | 


Vx +， 当 0z Vx +y 时 ， 
0 ， 当 z <0 或 z > Vx +y 时 ， 


J 2 dS = 和 到 (4 — x —y)dxdy, 





f(x,y,z) | 
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5 是 球面 x* + 人 +2 = 1. 
解 ” 将 球面 5 分 成 三 部 分 8 ,5,,5;, 其 中 
Si:x +P +H =1, 0<z< Ve +y, 
Sx +y +H =1, z<0, 


Ss:x + +R =1, 2> V+y 


?9 


此 时 
Vx +y, 当 (x,y,z) E 9 时 ， 
0 ， e S$，U 5S; 时 . 


曲面 $, 在 xOy 平面 的 投影 区 域 为 有 : 却 和 妇 + 入 么 1,9 的 方程 为 z = 
V1 -所 = 好, 故 有 


f(x,y,z) = 


三 xf] 二 22 + zydxdy drdy _ 





vA 
从 而 
人 as | ze 
= pe 2 sdr -2r [rd( - V1 -r) 
9 VI-r 万 
全 
2 4 


类 题 “计算 积 / 
F(t) = | Kesy,a)ds， 





其 中 S:x +y +2 = 六 ， 
人 +y, ZZ Vx +y, 
0， z< Vx +Yy. 
答案 :8 Sm 


例 7.64 计算 积 2 
F(t) = | f(s,2) as, 


Si 和 


其 
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1 -一 
二 四 ， 


x +y +2 >1. 
分 析 首先 必须 搞 清楚 : ; 取 何 值 时 ,f 半 0;i 又 取 何 值 时 ,f = 0 .也 就 是 说 ,+ 
取 何 值 时 平面 5 与 球 有 交 ; t 取 何 值 时 平面 5 与 球 无 交 
解 将 z =1-x-y 代 入 x* +y +z 三 1 整理 可 得 . 
一 1 3 可 1 > 
(e+ 二 外 + 于 fy -地 ) < (1 -号 (1) 
由 此 可 知 , 当 |1|< 3 时 ,平面 S 在 球 x* +y+z =1 内 ; 当 |1|>V3 时 ,平面 5 在 


| 


>» 





球 x + yy +z = 1 之 外 ,所 以 


TG-2 -yr-2)d, ls<w, 
F(i) = xX+y+z=t 


(2) 
J 0ds, 


[i| > v3. 
然 当 |1| > 3 时 ,F(t) = 0 ,所 以 只 需 计算 |1|< 3 时 的 积 


了 -7 一 入 -#4s = J -* -y(t-x-y)]v3dxrdy, (3) 
其 中 万 是 式 (1) 所 表示 的 区 域 作 变 换 


国 


\ 














pt 
A > 1 .2 2 2 ead 1 \7 日 
则 D 变 为 D'iw + <p, 其 中 p 人 -与 ) . 于 是 
ox,y) _ 1 
oO(u,v) 9(u,v) v) 
O(%,y) 
对 式 (3) 右 边 进一步 计算 得 


Te 





w2+02<p2 


4 | (p -rw -dudo=4 上 | 0 — 7 )rdr 


4 _ 7(3 一 已) 
= 27p = ge 
所 以 


TT i 
(3-7)’, |i, 


0 ， |t|> v3. 


例 7.65 计算 积分 1 = 有 |z1a5, 其 中 为 柱 体 必 + < ax 被 球体 全 ++ 产 + 





z < a 截取 部 分 的 表面 积 
解 ” 用 5, 表示 5 在 第 一 卦 限 部 分 ,用 5,, 和 51, 分 别 表示 $ 的 柱 面 和 球面 部 


分 . 由 对 称 性 ,有 
1=4]zas =4 Jzas +4 fzas 


= 二 了 
球面 与 柱 面 的 交 线 方程 为 
+y = ax, 
x +y +2 = a, 
从 中 消去 y, 可 得 $1 在 x0z 平 面 上 的 投影 区 域 D,.:0 <z< Va -ax,0<x<a 
由 $， 的 方程 y = Vax -x 可 得 


dS = Ml +y +yidxdz = — dxdz, 
2 a, 5 








ax —% 
故 
st 一 drdz=2o| | zdz 
2 Vax — x’ 0 wVax 一 和 20 
”axX 一 和 TT 3 
= ， 
5 在 x0y 平 面 上 的 投影 区 域 Dp, :x? + 产生 ax,y >0. 
由 51, 方程 为 z = 六 
= Vl +z +zdxdy = -一 一 dxzdy， 
故 
是 | a i 
a -x -yy 
a 一 . a 。 二 3 
-ea 4a. ($) :于 = a, 
从 而 


类 题 计算 积分 1 = 有 11as, 其 中 


(1) 8 为 |xs|+ |y|+ 加 本 
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(2) $ 为 抛物 面 z = x +y 被 z = 工 割 下 的 部 分 . 


答案 :(1) 号 8， (2) 1435 总 = 


例 7.66 设 曲 面 5S 由 方程 (x +y +z)” =x? 一 y 所 确定 , 求 曲 面 $ 的 面积 . 
解 ”在 球 坐 标 变换 ; x = rsin pcos 0,y = rsin psin 0,z = rcos 9 之 下 ,曲面 5S 的 
方程 是 六 = sinocos 20 ,其 参数 方程 为 
rsin pcos 0 = sin2p Veos 20co0s 0， 





x 一 
y = rsin psin 0 = sinp Veos 20sin 0， 
z = rcosp = sin pcos @ Veos 20. 
通过 计算 易 知 ， 
扩 : 号 x + ys + = cos 20， 
F = x xg + yoyo +zozg = — sin pcos psin 20， 


2 十 和 十 有 2 本 (ein 20 + sin’pcos’20). 
S 


中 
ll 


由 此 得 
EG -Fr = sin'y. 


由 曲面 的 对 称 性 ,只 需求 第 一 卦 限 部 分 的 面积 即 可 . 而 此 时 0 < wp < 可 ,并 且 


由 曲面 方程 知 cos 20 三 0 ,所 以 0 < 9 全 . 故 5 的 面积 ; 


ID 


A=8 | sin2pdpdb = 2 


例 7.67 证 明 泊 松 (Poisson ) 公 式 


Ke + py +cz)dS = 27 | Va + 0b + eu)du, 


其 中 $ 是 球面 x +y +z = 1( 南 开 ; 川 大 ). 
证 明 和 若 c = =c = 0 , 则 结论 显然 成 立 . 


车 a,b,c 不 全 为 零 , 记 h = VW + 大 + > 0. 把 单位 向 量 (4 ,2 ) 护 充 


成 正 交 阵 














"| 





作 正 交 变 换 


则 变换 的 雅 可 比 行列 式 














i OCX ,Y;z) 一 了 es 
IJ| ee ldet A’|=1, 
球面 $ 变 成 了 球面 S':w +v+w =1, 即 
fCar + oy + cz)ds = | fr) as.. (1) 


对 球面 $' 上 的 积分 作 变 换 : 
u =u, v= VM-ucos0, w= Vl-u sing, 
-1<u<s1, 0<0<2n. 
通过 计算 可 知 , dS’ = VEG - 天 dgdu = d0du,， 
人 Kaoas' = [aof We 2 en 
由 式 (1) 知 ,结论 成 立 . 
注 7.11 本 例证 明 过 程 中 的 式 (1) ,实际 上 告诉 我 们 了 一 个 结论 :第 一 类 曲面 
积分 在 正 交 变换 下 具有 不 变性 , 即 





[rx)as = 人 hoDas'， (2) 
其 中 对 = | ,U = BE 是 正 交 阵 , 满 足 U = AX,A' 是 4 的 转换 ,曲面 5S’ 是 曲面 
5 在 正 交 变换 下 的 像 . 


关于 这 个 一 般 性 结论 的 证 明 : 先 将 曲面 $ 表示 为 参数 形式 ,然后 通过 正 交 变换 
写 出 5' 的 参数 形式 ,最 后 将 式 (2) 两 端 都 化 成 关于 参数 的 重 积 分 , 易 见 两 者 相等 . 
男 外 ,本 例 的 结果 在 球 坐标 之 下 通常 写成 如 下 形式 : 设 f(x) 连续 , 则 成 立 


2T Tm 1 

| d0 I f(asin pcos 0 + bsin psin 0 + ceos 9)sin pdp = 27 | fku) du. 
0 0 -1 

类 题 1 试 证 : 





cms + ny +pz)dS | 27M, 
3 


其 中 + 十 及 二 1,m,n,p 为 常数 . f(1) 在 |:t| 三 1 上 连续 可 微 ,f( -1) =f(1) = 
0,M = max | PC || ,5 表示 半径 为 1, 球 心 在 原点 的 球面 (东北 工学 院 )， 


-lte1 
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提示 “应 用 泊 松 公式 ,有 
mm + ny + po) ds = 2 WO ; 





分 部 积分 可 知 ， 
| oa = uf(u) | -| wa = -人 wf (wd, 
故 





os 


从 而 原 结论 成 立 . 
类 题 2 设 X/x) 在 lz| 和 AGE = Va +b +c >0) 上 连续 ,证 明 


同和 = 笃 | Kb)du， 


x + + 
其 中 Vx? +y + 三 1 (广西 大 学 ). 
提示 ”对 等 式 左边 作 球 坐 标 变换 ,有 
2T 1 Tm 
左边 = | dg | 产 dr | f(asin pcos 0 + bsin psin 0 + ccos 9)sin pdp 
0 0 0 


= [a [kK asin pcos 0 + bsin psin 0 + ccos p ) sin pdop 
3 ,0 
1 
= 媒 | Kia)du (应 用 泊 松 公式 )， 
可 


例 7.68 计算 曲面 积分 /= 用 共 中 是 曲面 * + 只 = 到 及 


x + +2 


两 个 平面 z = R,z =- R(R > 0) 所 围 的 立体 的 表面 的 外 侧 ( 数 学 [ ， 工 ) . 
解 ” 设 $ ,9,,S; 分 别 为 $ 的 上 .下 底面 和 圆柱 侧面 , 则 


dydz dyd 
[0 











记 5,,5, 在 x0y 平面 上 的 投影 区 域 为 刀 ,出 
| ,2 dsdy | R* dxdy -] (— R)’ dxdy -0 


x +y +2 人 7 +y+R 
XY 





S1+S2 


在 $, 上， 上 区 dzdy = 6 


+ 


而 5S， 全 10. 科 而 上 的 区 坊 R=<y<R,-R<z<R, 故 


FE i WE | Ea ol 


+ +z 
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-2 VR For = TR, 


+ 2 2 
从 而 曲面 积分 7 = TR 


注 7.12 虽然 3 是 一 个 封闭 曲面， 但 被 积 函数 在 原点 处 有 奇 性 ,因此 不 能 使 
用 高 斯 公式 . 这 个 题目 看 起 来 复杂 ,但 仔细 观察 积分 曲面 和 被 积 函数 的 特点 会 立即 
发 现 , 有 五 个 积 都 是 和 需要 我 们 计算 的 实际 上 只 有 一 个 积 4 


7 | eee, 其 中 8 为 下 半球 面 
XX +yY 十 和 


z=—- Va -x 一 入 的 上 侧 , a > 0 为 常数 (数学 工 ). 

解 ”采用 补 面 法 . 按 常规 应 补 平面 S :x + yy 夺 @,z = 0. 仔细 观察 发 现 被 积 
函数 在 原点 处 有 奇 性 ,不 能 直接 应 用 高 斯 公式 ,但 注意 到 在 下 半球 面 上 的 点 (x,y， 
z) 满足 x + y +z = a” , 则 可 将 原 曲 面积 分 改写 成 

‘= ee + (z + a)’ dxdy. 
这 样 , 取 5 光洁 廊 向 与 :外 问 权 ， 就 可 对 上 式 使 用 高 斯 公式 了 . 于 是 有 


一 -(f -用 axdydz + (z + Qu) "dxdy 
51 


S1+S 


















































= al- + 2z) dxdydz + | ozdxdy]， 
其 中 了 是 5, ,5 所 围 的 空 s 间 区 域 各 2 


T= -27a -2 Naa 本 ma’ ) 


= ma -2 zdz | dxdy ) = 


X21+4)2<a2 -2 


类 题 计算 T= 四 + 2 和 )dzdx + 3(z 一 1)dxdy, 其 中 $ 是 xz =1-x2:- 





7,(z 宇 0) 的 上 侧 (数学 工 ). 
提示 ” 补 面 5,:x? + 六 三 1,z = 0, 方 向 取 下 侧 .用 高 斯 公式 易 知 1 = -区 


例 7.70 计算 曲面 积分 1 = ‖(2x + z)dydz + zdxdy ,其 中 $ 为 有 向 曲面 > = 
必 +P(0 <z < 1) , 其 法 向 量 与 z 轴 正 向 的 夹 角 为 锐角 (数学 工 , 工 )， 
解法 1( 用 高 斯 公式 求解 ). 用 $ 表示 法 向 量 指向 z 轴 负 方向 的 有 向 平面 
z=1(x +y <1), D, , 表示 5 在 x0y 平面 上 的 投影 区 域 , 即 
D,:x’ +y <1. 
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于 是 
区 +z)dydz + zdxdy = Jy = 














记 Q 为 S$ 和 5S, 所 转 成 的 空 s 间 区 域 ， 则 由 高 斯 2 \ 式 有 
al (中 = 中 (2x + z) dydz + zdxdy 


3+S1 S1 





= je + 1)dxdydz + 7 
0 


TT 
区 四 
解法 2 (用 两 类 曲面 积分 的 关系 求解 ) 用 D, 表示 5 在 x0y 平 面 上 的 投影 


- -3 "df rarf 上 














区 域 . 曲面 z = ** + 的 法 向 量 为 一 一 一 一 (一 2x, -2y,1) ,所 以 
1 +4x +4y° 
cos Qa = cospB ee cosy ET 
V1+4x +4y V1 +4x +4y V1 +4x” +4y 
于 是 
1= [2x + Zz) 三 十 和 jas 
V1 +4x’ +4y V1 +4x- +4y 








= | [2 +x +Yy) = + Le ;| VI + 4 + 4y drdy 
Duo 


1 +4x +4y 1 +4x +4y 


全 -4 — 2x(x +y) + (x +y)]drxdy 


2T 1 
去 | d0 必 — 4r cos’0 - 2r cos’0 + r )rdr 


= (- cos0 -2e0s 9+)jde =- 字 . 

另外 ,这 个 题 也 可 直接 求解 

例 7.71 he + z+ 人 这)d5, 其 中 5 是 球面 x +P+22 = 
(x >=0,y > 0,z > 0) 的 第 一 封 限 部 分 , 取 外 全 

解 球面 在 点 (x,y,z) 处 的 法 向 量 为 (入 , 并 ,三 ), 由 两 类 曲面 积分 的 关系 ， 





有 


sal + zx "了 + 三 ja 
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a yaya + zx dzdx + x y dxdy 
s 


3a jdxdy (利用 轮换 对 称 性 ) 


= 3a yaray, 
DD, 
其 中 D, :x 十 y <a’ ,YX 二 0,7y 三 0. 作 极 坐标 变换 ,有 


[= 3u fag | rsin’ Geos’ dr 
0 0 


例 7.72 ”计算 曲线 积 4 
1 = $x +2z)dx+(z + x ) dy + (x + y )dz, 
LL 是 x +y +z =2rx 与 x + = 2r%x 的 交 线 (0 < rr,， < 7 ,z > 0),L 的 方向 是 
使 所 围 的 球面 上 较 小 部 分 区 域 保持 在 左边 . 
解 ” 由 于 球面 的 外 法 向 的 方向 余弦 为 



































一 了 
Ge cosB = 二 ， cosy = 二 ， 
| | 全 
所 以 由 斯 托 克 斯 公式 ,有 
0 Tn y 区 
a 1 | 
7= | 0 0 90 ds 
S Ox Oy Oz 


y+2 +r w+y 
= oe + (z—x)y+ (x—-y)z]dS 
=2 -as, 


其 中 5 是 球面 x? +y +2 = 2rix 由 工 所 围 的 部 分 . 
由 于 曲面 $ 关于 *0z 平面 对 称 , 所 以 jds = 0. 又 由 


fzas= [reosyas = faray 
3 3 3 


= | dxdy = ri * Tr? 


2x2+y2 <2rox 
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可 知 ， 
7 = 27r 站: 
注 7.13 本 例 亦 可 用 参数 方程 求解 ,但 非常 复杂 . 具体 说 来 , 先 将 
程 表 示 : 





x =rn(l +cost), yy = r,sint, 


z = vV2m(r -7) VI+cost,t 从 0 到 27. 





则 有 


了 =| {Lsin?t + 27,(n —r,)(l +cost)](—r,sint) + 
0 
[2r, (ri -1)(l +cecost) +r(l + cost) J]rcost+ 


2r, (7 王 r,) 
1 +cost 





(sint) jd 


[2(1 + Cost)* 十 r2sin’t ] 3 


有 兴趣 的 同学 可 以 尝试 一 下 ,完成 本 题 . 
例 7.73 计算 曲面 积 4 


/后 fs —y+z)dydz + (y ~z +x)dzdx + (z —% +Yy)dxdy, 
S 是 闭 曲 面 a |y 一 z +x|+ |z—x +y|= 1 ,方向 取 外 侧 . 
解 由 高 斯 公式 ， 可 得 
1= r+ 1) drdyd 
0 


其 中 Q 是 由 闭 曲 面 $S 所 围 的 空间 区 域 . 
作 变 换 ;w = x-y+z,v=y-z+x,w=z-x+y, 则 
































[JJ OCX ,yz) < 1 = 1 
O(u,v,w) oO(u,v,w) 4° 
O(x,y,2) 
Rs 
7= 8 于 3dudvdw 
ing 
1 1 
= 6 1 =1 


类 题 ”计算 曲面 积 4 
T= le +Yy —z)dydz + [2y + sin(x +z) jdzdx + (3z + e*™)dxdy, 


其 中 5 是 曲面 |x -y+z|+ |y -z+%|+ |z -x+y|= 1 的 外 表面 (武大 ). 


答案 7 = 2. 


参数 方 


第 七 讲 ”多 元 函数 的 积分 学 “355 





例 7.74 计算 第 二 型 曲面 积 4 
三 人 sr + x]dydz + [2/(x,y,z) +y]dzdx + [f(x,y,z) +z]dxdy, 


其 中 了 (x,y,z) 为 连续 孔 数 ,5 是 平面 x -y+z=1 在 第 四 卦 限 部 分 ,方向 取 上 侧 . 
分 析 即使 补充 三 个 坐标 平面 使 之 与 研一 起 构成 封闭 曲面 ,但 由 于 /的 光滑 
性 不 够 ,我 们 仍然 无 法 使 用 高 斯 公式 . 下 面 采 用 所 谓 的 “ 归 一 化 "方法 ,将 “未 知 ” 的 
了 消去 . 
解 设 曲 面 3 的 单位 法 疝 量 为 (cosa, cosB,cosy), 则 dydz = cosadS ,dzdx = 
cosBdS ,dxdy = cosydS. 由 此 可 得 dydz = er dzdx = ad dudy: 




















具体 到 本 例 , cosa = 一 , cos cosy = 二 因而 qd dz = dxdy, dzdx = 
a B = Ss y= 硼 y y 


-dxdy. 于 是 
/= Nas, + x] - [21xsy,z) +y] + [Kxsy,z) + 2]} dxdy 


= J -s+ a = Ss fu = ee 


其 中 忆 。 = |(x,y) -1 三 > 
例 7.75 计算 曲面 积 


La ja + ydzdx + zdxdy, 


其 中 $ 是 由 下 面 参数 方程 所 给 对 出 的 曲面 
X = (au +bcos 0)cos p 
y = (a+bcos0)sin p， 
z = bsin 0,， 
方向 取 外 侧 ( 式 中 9,9 为 参数 ,0 < 0=<27,0 9 27,a,b 为 常数 ,a > >0) 
(复旦 大 学 ). 
解 ” 计 算 易 知 
A=-b(a + bcos 0)cos Ocosp, B =-b(a + beos 0)cos Osin 9, 
C=—bsin Osin g(a + becos 0)(cos 9 + sin 9). 
由 此 可 以 看 出 向 量 (4,B,C) 与 5 的 外 法 向 方向 相反 (例如 ,考察 第 一 卦 限 曲面 5 
上 任 一 点 处 的 C 值 发 现 C < 0 ,而 在 该 点 处 的 外 法 向 的 方向 余弦 cos y > 0 ,所 以 
向 量 (4,B,C) 与 5 的 外 法 向 方向 相反 ), 故 将 7 化 成 关于 0,p 的 积分 后 前 面 取 
- ”号 , 即 


2T 2T 
7= 一 | dg | [-b(a +bcos 0)’cos gcossp -0(a + beos 0)’cos gsin2o — 
0 0 
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避 








jsin2bo(a + beos 9)(cosp +sinop)sinop]dop 
= TD [ (2b’cos’0 + absin’0 + bsin bcos 0 + 4abcos’0 + 2a’cos 0)d0 
0 


= Sab’n. 


例 7.76 计算 曲线 积 4 
{= | (x +y +2z)dx+ (y +X+2z)dy+ (Zz 十 和 +YyY)dz， 


其 中 4(0,0,0),B(1,1,1). 
解 记 P =x +y+z,0 =y+x+z,R=z+x+y. 易 见 ， 
oP oO 9R OO oR OP 


Oy Ox Oy Oz Ox Oz 
由 此 知 , 积 分 与 路 径 无 关 . 
由 





(x +y+2z)dx + (yy +r+z)dy + (zz +x +y)dz 


= de +y’ +2)|+ d(xy + yz + zx ) 
二 1 名 3 
= ds +Yy +2) +XY 二 yz 十 2 


可 知 , 原 隐 数 u(x,y,z) = 可 ( 归 + 人 +2) +xy+yz+2+C 故 


(ll, 
= 4. 
(0,0,0) 


例 7.77 设 函 数 g(y) 具有 连续 导数 ,在 围绕 原点 的 任意 分 段 光 滑 简单 闭 曲 
线 工 上 ,曲线 积 4 


7 = u(x%,y,z) 








pO) dx + 2xydy 
L 2x + 





的 值 恒 为 同一 常数 . 
(1) 证 明 : 对 右 半 平面 x >0 内 的 任意 分 段 
光滑 简单 闭 曲线 C, 有 


4 PY) dx + 2xydy 
2 4 = 0; 
C 2X ”十 Y 





(2) 求 p(y) 的 表达 式 . 
证 明 (1) 如 图 727 所 示 , 设 C 是 x>0 内 的 
任 一 分 段 光滑 简单 闭 曲 线 . 在 C 上任 取 两 点 MM， 


N, 作 围绕 原点 的 闭 曲 线 MONRM, 同时 得 到 了 图 77 例 7.77 图 
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另 一 条 围绕 原点 的 闭 曲 线 WONPM 由 已 知 条 件 , 有 
fri + ady fy + 2dy 


MONPM 


2x 十 和 pp + 





PY dx +2xydy _ 


NRM + | 
4 NRI MPN 
2X + 


i mp Pm 
NRM NPM 
= sw De =0 
MONRM MQONPM 一 


we = 3 0(e) = 则 P,Q 在 * > 0 上 的 单 连 








通 区 域内 有 一 阶 连 续 编导 数 , 且 对 任意 分 段 光滑 简单 闭 曲线 C, 有 由 Pdx + 0dy = 





0. 它 的 等 价 条 件 是 5 = 5 ， 即 
7 +25 2x22'(7) +9 0 i 
(2x’ + yy )? (2x° 十 入 ) 
比较 上 式 两 边 可 得 





人 = 一 27y， (1) 
p(y -49(7y)7 = 27. (2) 
由 式 (1) 得 ,p(y) = -六 +c. 将 其 代入 式 (2) 可 得 c=0, 从 而 p(y) = - 


第 八 讲 不 等 式 


在 这 一 讲 中 ,我 们 将 首先 介绍 几 个 著名 的 不 等 式 及 其 应 用 ,其 次 系统 地 介绍 证 
明 不 等 式 的 方法 与 技巧 . 








一 、 几 个 著名 的 不 等 式 
例 8.1 平均 值 不 等 式 ” 对 任意 个 正 数 a ,a,,…,a, ,有 
n n Ql 本 CQ2> 二 -< 古 Qa, 
1 I I = Qaidad, < 5 
= 二 = 二 Pe 二 = 
QI Q2 a 


当 目 仅 当 a ,a,,…,a, 都 相等 时 ,等 号 成 立 . 
简单 地 说 ,调和 平均 值 < 几何 平均 值 < 算术 平均 值 . 
证 明 ” 先 证 明 右边 的 不 等 式 成 立 . 用 数学 归纳 法 . 
当 n = 1,2 时 ,不 等 式 显 然 成 立 . 

当 n = 24(k < N,) 时 ,不 等 式 是 b > ,a5 的 直接 推论 . 


当 n 关 2 时 , 取 l e N, ,使 2 <n < 2 记 
Vaia ma = 0， 
在 wo ,o ,…，,a, 后 面 加 上 (2 -zz) 个 a ,将 其 扩充 成 2 个 正 数 . 对 这 个 2 个 正 数 应 
用 已 证 得 的 不 等 式 , 可 得 


es — | Ee 
J + + +a,+(2 -n)a] 宇 (ga a ) 2 = a, 


po 


























印 





对 二 ,二 ， i ,二 使 用 上 面 的 结论 , 便 可 得 左边 的 不 等 式 . 
这 个 不 等 式 也 可 用 In x 在 (0, + w ) 上 的 凸 性 来 证 明 . 
例 8.2 设 f ,pp,…,f, 为 [ 0,1] 上 的 非 负 连续 函数 . 求证 :存在 Ee[0,1], 使 
得 
[LA < TI {fa 
证 明 记 
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1 
Q = | fC) dr,k 去 2 


车 有 某 个 w =0, 则 结论 显然 成 立 . 
设 a,>0(k=1,2,…,n). 由 平均 值 不 等 式 , 有 


| ive <| 1 E> a -1 


青 由 积分 中 值 定理 ， 存在 ts [0 ,1] ,使 得 

















结论 得 证 . 
例 8.3 施 瓦 获 (Schwarz) 不 等 式 设 f(x) a ) 在 [a,b] 只 , 则 


Aes (fF) (Jecoa 


证 明 设 | edx > 0, 对 任意 实数 A 则 有 





[us Ag)’dx > 0， 
即 
A | ga 六 | ok [Far si 
由 实数 的 任意 性 , 故 其 判别 式 A < 0, 即 
(J jer) < (J Fre)(f ee). 
车 | dx 与 | edr 同时 为 零 , 则 由 不 等 式 


8 





三 
< 
je| 3 


可 知 ， 





b b 1 b 2 b : 
< Jfedr < Veldr < 3(f fd + dr)= 
此 时 不 等 式 变 成 等 式 ,当然 成 立 . 
注 8.1 这 个 不 等 式 也 称 柯 西 - 施 瓦 欧 不 等 式 . 它 的 离散 形式 是 
(> 
利用 例 8.3 可 很 快捷 地 证 明 下 面 的 结论 
类 题 1 设 f(x) 在 [a,b] 上 可 积 , 则 


CO (fre) < -0 fF 





米 ， 4 











精 选 

















i 





(2) 当 f(x) > 0 时 ,有 


[rou| 十 


提示 (2) 0 -a)* = (dx) = (OR 


三 ( -a)’. 





ds] 
Vf(x) 





< /uf 向 
若 /(*) 在 [6,6] 上 和 连续 ,也 可 用 二 重 积分 来 证 明 


_ ff) yy As) 
er ies = enay = ess ane 


_ 1 fAy) , A) 
2 | RE + Jiray 


> aray = (b -a)’, 




















其 中 DD = [a,b] x[a,b]. 
类 题 2 已 知 /(x) 0 在 [a,6] 上 连续 , | /x)dr = 1 为 任意 实数 ,证 明 ， 


(J Fei 有) + (| Rel i | 

(中 国 科大 ). 

类 题 3 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 可 导 , f(a) = f(b) -0 Pood = 1 , 证 明 ; 

| a , [Ey > 斌 . 
提示 “由 施 瓦 茨 不 等 式 
[C0 ar: fap) > (raorcoa， 

然后 分 部 积分 即 可 . 

例 8.4 设 /(x) 在 [a,b] nt 数 ， 人 = 0 ,证 明 : 


| dr) ld < 


证 明 令 g(x) | If'(t) ld (asxs0), 则 g(r) = |f'(x) | 由 f(a) = 
0 可 知 ， 








f(x) |= |f(x) -fla) |= 





fr Wa < FD le = gle). 
于 是 和 
JoreolusJeoecou = Jonas 
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= 0%) = 去 (人 rd 
= 了 (Po 
< ra . | | 疡 ( 划 dt 


= | CA 
例 8.5 杨 格 (W. H. Young) 不 等 式 设 y =f(x) 是 [0,+%w) 上 的 严格 单调 
递增 的 连续 函数 , /(0) = 0,x = g(y) 是 它 的 反 清 数 ,a,b 二 0, 则 
| fr) + | Way 三 ab. 
证 法 1 利用 几何 直观 来 证 . 若 ab = 0 , 则 不 等 式 显然 成 立 . 
不 妨 设 a,b > 0, 分 三 种 情形 证 明 : 
(1) 奉 5 = f(a), 则 显然 有 
fA ae + | gC) dy = ob 
(2) 若 > fla), 记 f(a) =c, 则 0 <c <25, 且 有 
| fdr + | gO) oy 


























[fa + ey) lt fst) 


= ac + g(7)y 宇 ac+g(e)dy (利用 了 g(y) 的 单 增 性 ) 


=ac+g(c)(b -cec) =ac+t+a(b-c) = ab; 
(3) 若 和 < f(a) ,此 时 a > g(5) ,类 似 于 (2) 可 证 . 
杨 格 不 等 式 的 几何 示意 图 如 图 8-1 所 示 . 
证 法 2 用 分 析 法 来 证 . 仅 证 8 = f(a) 的 情形 . 
因为 f(x) 在 [0,a] 上 单调 递增 且 连 续 , 故 其 反 函 数 x = g(y) 在 [0,6] 上 单调 
递增 有 旦 连续 .将 区 间 [0,ajn 等 分 ， 
Te 0 人 < < < 
相应 地 点 y，= f(x;) (i = 0,1,…,n) 构成 区 间 [0,5] 的 一 个 分 割 
Ty O00=% < bb 
因为 f(x) 在 [0,a] 上 连续 ,所 以 它 在 [0,4a] 上 一 臻 连续 , 故 当 nn 一 o , 即 
7 一 0 时 ,有 
171 = max|Ay| = max|f(%) -f(x1)| = 0. 
于 是 ,由 定 积 分 的 定义 ,得 
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| yh 
b 
_fQm 
4 
EE O a 
a) b=f (a) b) b>f(a) c)b<f(a) 
图 8-1 


fa + eo 


= lim( > f(s) Ass + ely ) hy,) 
和 lim > [f(x;) (x — Xi1) + Xi (fx;) — f(x;1))] 


= lim > [xf(%) -sa 
= lim[x,f(x,) - sof(xo) ] 
= af(la) -0 .0) = af(a). 
至 于 6b > f(a) 与 5 < f(a) 的 情形 用 与 证 法 1 相同 的 思路 . 
简单 推论 设 f(x) 在 [0, + ) 上 严格 单 增 且 连 续 , f(0) = 0,a,b 宇 0, 证 明 . 
ab < af(a) + bf (2). 
下 面 给 出 杨 格 不 等 式 的 两 个 应 用 . 
例 8.6 设 a,b >0,p > 本 = 1 ,证 明 : 
Pp gq 


ob 
证 明 因为 p > 1, 所 以 A(x) = x*” 在 [0, + o ) 上 严格 单 增 且 连续 ,其 反 函 数 
为 g(y) = yr = y"1， 由 杨 格 不 等 式 , 有 


ab< [fs) de + enDd 


ab = 


a b p 9 
= | dx + | yay = Fy 
0 0 Pp gq 
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另外 , 若 令 B(b) = 加 和 - ab, 求 出 B(b) 的 最 小 值 点 ,利用 最 值 法 也 可 证 
该 不 等 式 . 


类 题 1 设 c, > 0,p > i = 1, 证明 
Pp gq 
Br tt el 
Pp gq 


提示 ”在 例 8.6 中 ,将 a 换 成 ar,b 换 成 5 或 在 杨 格 不 等 式 中 取 f(x) = wr-!， 
此 时 g(y) = y ,并 将 a 换 成 a7,b 换 成 57 即 可 . 


类 题 2 设 a,b > 0,p > 让 四 





p a 
EQ GE ， _ 
ab 达 -一 + 一 一 么 co +E 7 07 


例 8.7 设 c,=1, 证 明 不 等 式 : 
al 过 e+bnup. 
证 明 取 Ax) =e -1, 则 大 x) 在 [0,+ oo ) 上 严格 单 增 且 连续 ,其 反 蚂 数 
g(y) = In(1 +y). 利用 杨 格 不 等 式 ,可 得 


Ca- DE-D<T A +t] ey 


a=1 b-l 
= | (edr+| ln(1 + y)dy 
0 0 


=e” +blInb-(a+b -1), 


即 
a 过 e+bnD. 
例 8.8 赫 尔 德 ( Hilder) 不 等 式 设 f(x) ,g(x) 在 [a,B] 上 可 积 ,p,qg > 1 且 
上 1 出 
Pp gq 





6 
als (ea (iera 

当 p = 4 = 2 时 ,该 不 等 式 即 为 施 瓦 茨 不 等 式 . 

证 明 先 设 /,g 是 [a,B] 上 的 非 负 可 积 函数 

如 果 王 flrdx 与 |gl'dr 之 一 为 零 ,不 妨 设 |rdx = 0 , 则 此 时 赫 尔 德 不 等 
式 右边 为 零 ,我 们 将 证 明 左边 也 为 零 

事实 上 , 设 0 </(x) ,g(z) < Mx e [a,B]. 由 可 积 性 条 件 , Vs > 0,9 > 0， 
存在 [a,8] 的 分 割 7, 使 得 分 割 7 中 满足 /*(x) > er 的 区 间 长 度 之 和 不 超过 余 并 
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且 当 分 割 细 度 充分 小 时 ,有 
0 < 2/(é)8(é,)Ax,= > f\éi)8( Ei) Axi + 过 所 各)8( 各 ) Axi 
< Me(B -a) + Mn, 
故 三: pe 


B B 
如 果 上 flax > 0, zlrd > 0, 则 令 
a Bs 
B B pe 
(f pres) (U elrar) 
显然 a,b 三 0. 由 例 8.6 的 不 等 式 , 有 
fe 了 2 


1 


(站 ra (T lg ldx) -二 |f ldx a |g ?dx 


>» 























对 上 式 两 边 从 a 到 B 积分 ， 并 注意 到 上 = 1 可 得 结论 


当 f,g 变 号 时 ， 由 不 等 式 fr: gdx | 三 「 fl: |g |dx, 利用 已 证 得 的 结论 可 知 


赫 尔 德 不 等 式 也 成 立 . 
注 8.2 赫 尔 德 不 等 式 的 离散 形式 ; 设 a ,b,(k = 1,2,…,n) 是 两 组 正 实数 ， 


p,g > be =1, 则 
p qd 


Sob < (Sa (Ta) 


当 p = gqg = 2 时, 上述 术 不 等 式 就 是 柯 西 - 施 瓦 英 不 等 式 . 
例 8.9 试 证 明 : 
Ti 


| ed ewe ce 








T 


证 明 令 x = + 本 , 则 


| wa™*dqx 三 款 ed 
0 0 
于 是 原 不 等 式 左边 变 为 


开 工 工 


[sa™ * dx 2 ee “dx 7 | * dx 3 [ ps “dx 
0 0 0 0 


> (aqx) (应 用 了 赫 尔 德 不 等 式 ) 


0 
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二 、 利 用 凸 函 数 的 性 质证 明 不 等 式 
上 屿 ( 凹 ) 函数 常见 的 定义 是 如 下 的 定义 1 和 定义 2, 可 以 证 明 两 者 是 等 价 的 . 
定义 1 设 /(x) 在 区 间 1 上 连续 , 若 对 1 上 任意 两 点 x ,x,, 总 成 立 


pa 





则 称 /(x) 是 上 的 凸 (四 ) 函数 . 
定义 2 设 /(x) 是 定义 在 区 间 1 上 的 函数 , 若 对 1 上 任意 两 点 x ,x, 和 实数 
As (0,1) ,总 成 立 


fAxy + (1 —A)x) (Ax) + (1 -A %,), 


则 称 了 (x) 是 TT 上 的 凸 (四 ) 矣 数 . 


同 函 数 的 基本 性 质 
1. f 为 区 间 1 上 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 .对 TT 上 任意 三 点 x，< x,，< 和 ,总 有 
f(x,) — f(x ) <f(%) — f(x,) 


NX Xl Ma Xa 





f(xs) — f(x) ch%) — f(x) | 


X2 Xl NX3 Xl 








如 图 8-2 所 示 ,这 个 性 质 的 几何 意义 是 明显 的 , 即 /为 7 上 的 凸 函数 必 户 Pi 的 
斜率 < 巨 局 的 斜率 或 轧 P 的 斜率 < 忆 Pi 的 斜率 . 














2. 否 f(x) 在 区 间 了 上 上 二 阶 可 导 , 则 下 面 关 











于 凸 函数 的 四 个 命题 等 价 : 
(1) /是 7 上 的 凸 函 数 ; 

(2) 六 在 7 上 单调 递增 ; fn 
(3) f(x) f(x0) +f (x0) (x -0), Vro e : 

7, 其 几何 意义 是 :切线 在 曲线 下 方 ; 全 
(4)f”"=0. O X1 X2 73 EE 
值得 大 家 注意 的 是 , 凸 函数 的 定义 2 是 借 图 82 

助 于 几何 直观 来 定义 , 即 “ 弦 在 曲线 的 上 方 ”. 我 们 利用 凸 函数 的 性 质证 明 不 等 式 ， 

主要 是 用 曲线 在 切线 或 弦 的 一 侧 这 一 几何 特性 来 实现 的 ! 因此 ,在 做 题 时 ,大 家 要 





尽量 借助 几何 直观 来 思考 ! 
例 8.10 诺 森 (Jensen) 不 等 式 设 / 是 区 间 了 上 上 的 凸 图 数 , 则 Vx ,x,,…， 
rp SS 
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上 





0 


证 明 用 数学 归纳 法 . 当 n = 2 时 ,这 正 是 凸 函数 的 定义 2. 设 ”= 天 三 2 时 命 
题 成 立 ,将 证 n = + 1 时 ,命题 也 成 立 . 


k+l 


设 x ,%,，* ™ 9 Nk+l E TT 及 Ai,A,,…,A k+l >0 , 且 和 > 1 


A, 


I 
Ki 1 A .i EF 全 


易 见 A， >0 且 之 几 = 1, 此 时 还 有 Dp e 了 工 利 用 n = 2 及 n = 上 三 2 的 结论 
可 得 


k+l 


f( > Ari)= A(( hn) Dp + Axisi) 
< (1 -A Sr) + Axial ) 


< (1 Mi) Dp) + An) 


= SAL) 
综 上 知 ， 结论 成 立 . 
注 8.3 1. 詹 森 不 等 式 有 下 面 更 为 一 般 的 形式 : 设 了 在 区 间 1 上 是 凸 函数 , 则 
Vex,x,,,%, ET 有 BB,B,,…,B, >0, 都 有 


DBn) YBf) 
和 < i=1 


1 
>.8. 2.8 
提示 在 例 8. 10 中 , 令 六 ， = 1,2,…,n, 立即 可 得 结论 . 
二 
2. 在 例 8. 10 中 若 取 入 = 一 , 则 结论 变 为 
py 二 > f(x,) 


这 个 不 等 式 会 经 常用 到 ,在 A(x) 存在 的 情况 下 ,对 它 我 们 也 可 用 如 下 方法 证 
明 . 
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Xi 


令 x = 上 一 ,由 凸 函 数 f 的 性 质 , 有 


pe = f(xo) +f' (x0) (xi — x0) (1 = 1 ,2,.…,n). 
对 上 面 个 不 等 式 作 和 ,可 得 
> fm) ) > mo) +f (10) Pa -mo) = oo)， 
此 即 为 欲 证 的 不 等 式 , 
例 8.11 设 B(x) 是 [m,M] 上 的 有 界 是 函数 ,f(x) ,p(x) 在 [a,b] 上 可 积 


Hm<f(x) < M,p(x) > 0, {p(x) dx > 0, 证 明 不 等 式 


ee 
Dl < 


| ou 





fp GA) ) 
fp 








证 明 将 区 间 [a,6]n 等 分 ,记分 点 为 & = a + 二 (5 -a) ,i = 0,1,on 


VE e[s ve], 记 Am = 和 -x = 一 (b - 4a), 将 积分 写成 积分 和 得 








， (€)f(é;) Ax, 1 .) Ax. 
3 o> eA)] 
Dp(é,) Ax, PE) A 
J > p(E) DIE) A 
< >) = 二 (利用 了 人 詹 森 不 等 式 ). 
:1 Dp(E) An, 2 PE) A 


因为 B(x) 是 [m,M] 上 的 是 函数 ， 所 以 B(x) 在 [m,M] 上 连续 . 注意 到 f,p 
的 可 积 性 ,在 上 式 中 令 n 一 o 可 得 结论 . 
类 题 1 若 f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 且 Ax) > 0, 证 明 . 


In( - | /We)= Fe fe) de 


提示 ”利用 ln x 在 (0, + om ) 上 是 四 函数 , 仿 例 8.11 可 证 之 . 
类 题 2 设 函 数 f(x) 在 R 上 处 处 二 阶 可 微 , 且 产 (x) 二 0,u = u(t) 为 任 一 
续 函 数 . 证 明 





Fp) = AL ue) 


米 ， 4 


选 名 校 真 题 




















提示 “此 题 是 例 8. 11 的 特例 . 将 例 8.11 中 的 @ 换 成 1,f 换 成 u, 取 p(x) = 1 
即 可 . 


类 题 3 设 F(a) 在 (- m ,+ m) 上 有 定义 , P(z) > 0Vtz) 为 [0, 开 | 上 的 
续 函 数 ,证 明 ; 
(ff)sin xdx )< | rs) a 


提示 “此 题 也 是 例 8. 11 的 特例 取 p(x) = sin x, 并 注意 到 矿 sin xd = 1 即 
可 . 
例 8.12 阿达 玛 ( Hadamard) 不 等 式 设 f(x) 是 [a,b5] 上 的 是 函数 ,证 明 . 
, (a) + f(b) 
er lene < 
证 明 ” 先 证 左边 的 不 等 式 . 由 第 四 讲 中 定 积分 的 计算 技巧 知 ， 


Jou= fw +f(a+b—x)]dx 


=2 7 人 (eejas = (6 -ay 主人 (利用 了 后 函数 的 定义 ) ， 
此 即 为 
/ls a 


再 证 右边 的 不 等 式 . 作 变量 替换 + = 2 则 
| rou= (5b -a) | ra + (1 -8)6)d 


<(b-a) [Ivo) + (1 一 四 A5)]dt (利用 了 凸 函数 的 定义 ) 
fla) +f(0) 
= (b -a) 7 


a b 
类 题 证 明 ;<+e (a 6b). 


例 8.13 设 f(x) 在 [a,b5] 上 二 阶 可 导 , 且 f(x) 三 0,f"(x) < 0. 证 明 . 
Ho < 二 一 Ddiwx e [a,6]( 华 东 师 大 ). 
证 明 ”由 已 知 条 件 可 知 , f(x) 是 [a,b5] 上 的 严格 四 了 消 数 . 设 x。e [a,b] 是 
f(x) 的 最 大 值 点 , 则 必 有 f(xo) > 0. 由 四 函数 的 性 质 ,对 任意 的 x e [a,b] ,有 
f(xo) Sfx) +f "(x) (xo — %). 
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对 上 式 两 边 在 [a,6] 上 积分 ,可 得 
(0 =A) < Ads to fC -Jr 


二 [A + xo(f(2) -f(a) 





+ | Ad 
=2 /fd + Tm -Fb) + (a -se)]. 
注意 到 (xo -5)f(5) + (a -wo)fl(a) 和 0, 有 
fn) < ps | A) 
从 而 ,对 任意 的 x e [a,6], 有 
Ho < Ff) 
例 8.14 设 fx) 在 [0,1] 上 是 是 函数 ,f(0) 2 证 明 . 


1 AE)< [Avu< lS AL) 
对 充分 大 的 成立. 


证 明 由 例 8.12 的 右边 不 等 式 知 ， 
Jou= > Ene )d < 二 > [A 





+ 


1 
-DD +Xo)] + 1 SAE )< se ); 
另 一 方面 ,由 例 8.12 的 左边 不 等 式 有 ， 


| /Wa fir) + > [AD + [Ava 


这 里 对 上 式 右边 的 第 一 、 第 三 项 应 用 了 积分 中 值 定理 ,其 中 & < [0, 关 |,n, < 
1 
[1 -元 汗 | 
下 面具 需 证 明 [7 名 ) +/(m,) ] > A(1) 即 可 . 由 /的 连续 性 及 一 0,n, 一 
1(n—%), i 


FLA0) +A1)] > /1) 
可 知 , 3N > n, 当 n > NV 时 ,有 
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3[/E,) + fn,)] > 11) 
例 8.15 设 a > 0,b > 0, 证 明 . 
(ab)” = (2) <a'b'. 
证 明 左边 的 不 等 式 显 然 成 立 , 下 面 证 明 右 边 的 不 等 式 . 
取 /(x) = anx, 则 (xz) = 二 >0,x e (0,+%w), 即 f(x) 是 (0, + wm) 上 的 
上 同 函 数 , 故 由 














/二 < F(a) +15)) 
可 得 





a+b, a+b 1 
hn 
7 ln 7 本 (cm a + bln b) 


由 此 可 得 右边 的 不 等 式 ， 
例 8.16 设 * < (0, 也), 证明: 


(sin x)! ”+ (cos%)!'™* = V2. 
证 明 ” 原 不 等 式 等 价 于 
(sin2x ) sn 十 (cos2x)eo = \2. 
取 f(x) = wx ,x ee (0,+%), 则 由 r(x) = xi[x(Inx+1)*+1] >0 可 知 ， 
flx) 是 (0, + o ) 上 的 凸 函 数 . 若 记 w = sin*x,b = cos*x, 由 同 函 数 的 性 质 


/2 二 外 < [Ka) +1(8)], 


2 
即 
1 去 (sin x) + (cos2x ) ee ] ， 
2 
亦 即 


(sin’x) + (cosix) = 2. 
类 题 1 证 明 不 等 式 
1 
sin wx + cos'x 三 16° 
提示 取 f(x) = , 易 见 f(x) 是 凸 函 数 ,利用 是 函数 的 性 质 可 得 结论 . 
类 题 2 设 a,b,c >0, 证 明 不 等 式 . 
(abe) < a'b'c.. 


提示 取 f(x) = xlnx, 则 f(x) 是 凸 孔 数 . 于 是 , 有 
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a+b+c, a+b+te 1 
; 
3 ln 3 3 (alna + blnb + clnc) 


利用 平均 值 不 等 式 , 有 


ln( pe < ln er oe 








此 即 为 结论 . 
例 8.17 设 a,b > 0,a 关 b, 证 明 不 等 式 
a+1\ aY 
(s 二 7 - (4) l 
证 明 不 妨 设 a > 5 > 0, 用 两 种 方法 来 证 . 
证 法 1 用 凸 函 数 的 性 质 来 证 . 原 不 等 式 等 价 于 
1 b a b+l a b 
(p+) > (全 | 
e+ln( + > bn 


b a b a 
+T 7+T | le 


注意 到 - In x 是 是 函数 ,由 凸 函数 的 性 质 易 知 上 式 成 立 . 
证 法 2 ”用 函数 的 单调 性 来 证 . 原 不 等 式 等 价 于 
(b+1)[lIn(a+1)-In(b5 +1)] > b(na -1n 2b). 

















Oln ( 


PA 
~ 
fla) = (b+1)[In(a+1)-In(b +1)] -bl(lIna-lInb),a >656 >0, 
由 f'(a) = i > 0 知 ,f(a) 在 a > 5 上 严格 单 增 , 故 
fla) > 1b) = 0. 
从 而 原 不 等 式 成 立 . 


三 、 利 用 函数 的 单调 性 与 极 值 证 明 不 等 式 


例 8.18 设 0 < x < 本 ,证 明 : 








0 
Sin %X 多 TT 
证 明 令 /(*) = 二 -总 , 风 


SIN X 


(oO = 三 - 0 


3 。 
sin3 多 
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COSX sin % T 
> 0©O > -x > 0， (0 ) 
了 Sin3x OS bs "3 
今 
ye sin % a 
/eos bq 


则 

Oe 3sin weos A jl 

g(x) = 人 sinyxeos tw >0, xe (o. 工 ) 
由 此 知 &'(x) 在 (0, 开 ) 上 单调 递增 , 故 &(*) > &(0) = 0. 于 是 知 g(x) 在 
(0 也) 上 单调 递增 , 故 g(x) > &(0) = 0, 从 而 /(x) > 0, 这 样 就 有 


jd 


TT 


即 





四 有 
Sin x x 
推论 当 0 < lz| < 权时， 证 明 : (a) > cos x. 
例 8.19 设 0 <x < 1, 证 明 :xe™* > 上 e. 
x 
证 明 原 不 等 式 eylnx -x es 
x 
Salnx -x+ 二 >0, 0<x<l1l. 


令 f(x) =2Inx—x + 二 , 则 Po) = 二 < 0 , 故 护 x ) 在 (0,1) 上 单调 递减 . 


于 是 f(x) > f(1) = 0， Pe 
例 8.20 设 x,y > 0,6 > a > 0, 证 明 . 


(ze + ) > (x + 8)F. 
证 明 不 妨 设 y = x, 将 原 不 等 式 变形 为 ; 


eA 


取 f(1) = (1 J 三 1,1 > 0, 则 
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talna—(l +a')ln(l +a’) 
7 = H+), 





由 此 知 ， 
f'(t) <O0Stalna-(l +a)ln(l +a) <0, 1+>0. 
邻 g(t) =talna-(l+a)lin(l1+a'), 则 
g(t)=alna(tna-ln(l +a')) 


= a'ln am a—-tlna-— ml1 十 二) 
a 


=- aln aln(! + 三 )<0， t > 0. 
a 


由 此 知 , g(1) 在 (0, + o ) 上 单调 递减 ,所 以 g(1) < g(0) =-2In2 <0, 故 
f(t) <0. 于 是 f(i) 在 (0, + o ) 上 单调 递减 ,从 而 原 不 等 式 成 立 . 


类 题 设 0 < x < y< 7 证 明 下 列 不 等 式 : 














1 
y siny 
> 
和 tan Yy 
例 8.21 设 / > ac >0, 证 明 
bp-a a+b 
Vb < ma 2 
(河南 大 学 ). 
证 明 en 
0 
a+b a cab 
2(x—1) X 一 1 人 -2 
a A > 1， ( 令 = >1). 
先 证 左边 的 不 等 式 . 
令 f(x) = lnx -4 , 则 f(x) = 2 > 0, 所 以 f(x) 在 x > 1 上 


单调 递增 ,于 是 有 f(x) = 0, 即 
2(x -1) 


<lnx, x >1. 
X% 十 1 


再 证 右边 的 不 等 式 . 


为 此 令 g(x) = -lnx, 则 g'(x) = SD- -二 > 0,x > 1, 所 以 g(x) 在 
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x > 1 上 单调 递增 ,于 是 有 g(x) > g(1) = 0, 即 





x—1l 
lInx < 一 -一 . 
人 
类 题 设 m > n > 0, 证 明 . 
170 一 用 m mn 
< ln < 
m n n 


例 8.22 证 明 不 等 式 
2* +2* <2, x € (0,1). 
(中 科 院 一 中 科大 ). 
证 明 原 不 等 式 1 12* < 27,x es (0,1). 


令 f(x) =2 -27* -1 则 K1) =0.P(z) = rt + 2°). 
和 





而 f'(x) <0ce1+ 和 -2 <0， 
Sln(l +x) -xn2<0，xe(0,1). 
邻 g(x) = xln2 -In(l +x), 则 g(0) = g(1) =0, 








5 2x 
人 

1 1 -x 
2 (2X) a x e (0,1). 


由 此 知 , g(x) 在 (0,1) 上 是 四 函数 , 故 g(x) > 0,x e (0,1). 从 而 f(x) < 0, 即 
f(x) 在 (0,1) 上 严格 单 减 .于 是 f(x) > f(1) = 0, 这 样 就 证 明了 原 不 等 式 . 
例 8.23 证 明 当 a > b > 1 时 ,成 立 不 等 式 
a” > 0 


证 明 原 不 等 式 等 价 于 


lInlna+alnb >lInlnb+blna 





lIna ln wu 
Sn > no(s ee = 


4 i 


lInx > y(xe” - e™). (1) 
引入 辅助 函数 f(y) = xe” -ee?, 则 f'(y) =x(er -e”*) <0, 所 以 
Re 
若 Ky)< 和 0, 由 nx >0,y > 0 可 知 ,In x > 0 > yf(y)，, 即 式 (1) 成 立 ; 
若 f(y) >0, 即 xer -e” =e’(x--e “1?) >0, 由 此 可 知 ， 


E x-1)y 
en -el > 0， 
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亦 即 Inx > (x—1)y. 

注意 到 f(y) <x-1,Vy > 0, 由 上 式 可 得 

Inx > (x -1)y > f(y), 

即 式 (1) 也 成 立 . 从 而 只 要 a > 5 > 1, 原 不 等 式 总 成 立 . 

类 题 1 设 a,b >0,a 关 4, 问 在 什么 条 件 下 成 立 a” > 6b"? 并 由 此 比较 e" 与 7 
及 ( Vn+1)” 与 (7)“” 的 大 小 ? 

提示 ”将 原 不 等 式 取 对 数 化 成 : 
lIna lInb 

b 


a 
令 /(x) = ,考察 /(x) 在 (0，+ om ) 的 单调 性 . 
类 题 2 设 0 < * < y, 证 明 不 等 式 ， 

















二 一 < arctan y — arctan X. 
Vl+x VL + 入 
(中 科 院 一 中 科大 ). 
提示 今 P(y) = arctany -arctany - 7 , 则 
1+x . Vl +y 
1 ] +xy 
F(x) =0, FF’(y) - 三 | 
1+y Vil+x Vl+t+y 
注意 到 (1 + )(l+y) = 1l+x +y +xy 


> V1 +2xy +xy =1+xy, 
可 知 ， F'(y) >0. 


例 8.24 设 5>a>1,f(x) = 上 +Inx, 证明: 
bp 


He < 元 ( = 到. 
证 明 ”由 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 ，3& e (a,b)，, 使 得 
AD) AD) = =- E>4>1 
因为 上 式 右 端 大 于 0, 所 以 f(b) -f(a) > 0. 




















下 面 只 需 证 明 ;31 二 二， 去 > 1 
a 4 
令 g(%) = 和, 则 g(x) = 于 2 各 ,显然 = 2 是 g(x) 在 (1,，+%w) 上 的 


唯一 驻 点 . 因为 当 x > 2 时 ,g'(x) <0; 当 1 <x <2 时,g'(x) > 0, 所 以 x =2 是 
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g(%) 的 最 大 值 点 .于 是 g(x) < g(2) = 工 ,从 而 原 不 等 式 成 立 ， 


类 题 设 x > 0, 证 明 .2arctan x < 3ln(1 +x). 











提示 “ 原 不 等 式 等 价 于 je zx < 本，x > 0 
(1 +x) 
Vx > 0, 在 [0,x] 上 应 Me 3 e (0,x), 使 得 
arctan x _ arctan x—-arctan0 _ 1+é 
In(1 +x) ln(1 +x) -ln(1 +0) 1+é& 
剩 下 的 仿照 例题 证 明 二 二 ee < ,> 0 即 可 


ER = 3ln(1 +x) -2arctan x, 利用 单调 性 证 明 更 为 简单 ! 
例 8.25 求 出 使 不 等 式 a”> x“(x > 0) 成 立 的 一 切 正 数 a. 


解 En ee x>0. 
a 


双人 
i <0, x>&e, 
令 fx) = 一, 则 f'(x) = i =0, x=e, 
>0, 0<x<&. 


由 此 可 知 x = e 是 f(x) 在 (0, + o ) 上 的 唯一 极 大 值 点 ,所 以 它 是 最 大 值 点 ,最 大 
值 为 f(e) = 二 欲 使 原 不 等 式 成 立 ,只 只 要 于 之 二 即 可 . 从 而 使 原 不 等 式 成 立 的 


一 切 正 数 a 适合 条 件 :a" = 本 
类 题 1 求实 数 a 的 范围 ,使 得 对 任何 正 数 x,y 都 成 立 下 面 的 不 等 式 : 














we , . 一 * 
(04 CQ y 
提示 固定 4, 令 fy) = 了 + 二 -各 7, 则 f(y) = 和 (1 - 系 } 当 a > 
a Q yy 4 
1 时 ,y = x 为 最 小 值 点 ,此 时 等 式 成 立 ; 当 a = 1 时 ,不 等 式 显 然 成 立 ; 当 a < 1 时 ， 














y = * 为 最 大 值 点 ,此 时 x > 二 a - ee 即 原 不 等 式 不 成 立 . 


类 题 2 (1) 设 c > 0,B > 0, 证 明 : 
1 
ja _xw)sdx < 





_ ap 
(a +B)"™ 
(2) 设 0<x<1, 证 明 . > ‘(1 -x)” < 夯 ( 中 科 院 ). 


提示 。 (1) 求 被 积 函数 /x ) =x*(1 -x) 在 [0,1] 上 的 最 大 值 , 即 得 结论 
(2) 令 f(x) =x'(1-x)”, 求 (x) 在 (0,1) 内 的 最 大 值 即 可 . 
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例 8.26 设 a,b>0, 证 明 不 等 式 . 
+ > (a +58)’,0 <XY< 人 1. 
(华中 科技 大 学 ) . 
分 析 4 与 5 在 不 等 式 中 的 地 位 是 同等 的 ,因此 如 果 令 x = 1 -i, 则 可 将 原 不 
等 式 化 为 与 之 等 价 的 形式 : 





二 和 
(1 -1t)” ’ 
进而 ,又 可 等 价 地 化 为 : 
Lg L 人 ,0<x<l,a,b >0. 
Xx” . — x)? a + 





证 明 记 f(x) Se Ee 于 
所 以 f(x) 在 (0， A 
(1 -x)” nx) = 1 1 
f'(%) = 2 fr) S| el 


0 <w<l ,由 于 limf(% ) = limf(x ) =+oo， 











0 x) 
令 f'(%) = 0 可 得 驻 点 % = ,注意 到 /"( ) > 0, 所 以 Ax) 在 (0,1) 内 的 最 小 值 
ge 
a 
再 记 g(a) -2 +0, > > 0, 则 有 
_ g bp? = 
g(a) = 6(a+2) Or py < 0. 


由 此 可 知 , g(a) 在 [5, + o ) 上 单调 递减 , 即 g(a) 在 [5, + o ) 上 的 最 大 值 在 
a = 处 取 到 , 且 g(c) = 8. 

综 上 ,我 们 完成 了 不 等 式 的 证 明 . 

说 明 :本 题 将 a,b 视 为 常数 ,直接 用 单调 性 方法 证 明 并 不 困难 . 在 这 里 ,我 们 主 
要 是 为 了 介绍 方法 . 

例 8.27 求 最 小 的 6 和 最 大 的 a, 使 对 所 有 的 自然 数 n ,有 

(1 十 二 有 <ez (1 十 | 

( 北 师 大 ;中 科 院 ) 

证 明 由 于 (1 + a <ezs (4 十 1 enN, 


O(n + a)ln(1 + 二 js<1 <(n +B)ml1 + 一 )， vneN.,. 











因此 


= 
有 = “wit + 二 | 


将 离散 变量 换 成 连续 变量 . 令 





1 

A lIn(1 +x) x 

下 证 : f(x) 在 (0,1] 上 严格 单调 递减 ,因而 
a = A1) ,8 = lim 

事实 上 ， 
人 (1+x)[nl+x)]2 -x 

7 x (1 +x)[ln(l +x)]’ 
令 g (2X) = (1 +x)[ln(1l +x)] -x 则 

g(x) =2In(1 +x) + [ln(l + xX) ]” — 2x, 





a - 
g (x) = 1 xLIn(l +%)—-x| <0, xe€e (0,1]. 


由 此 可 见 , g'(x) 严格 .由 eg'(0) = 0 可 推出 g'(x) < g'(0) =0,Vx ee (0,1]. 
这 表明 g(x) 严格 上 ,又 由 g(0) = 0 推出 g(x) <0, Vx e (0,1], 从 而 f(x) <0， 
即 f(x) 在 (0,1] 上 严格 +. 于 是 有 


a=f(1) = 站 -1， 

















2 1 1 
= 1] = 1] 三 
人 tin a +X) x | 
1 
x—-ln(l +x) “(Ox )) 

一 lim 二 lim 7 

a0+ XIn(1 +x) x0+ V 
-1 
~ 2 


x+a 


类 题 证 明 :集合 4 = [a | Vx > 0,(1+ 工 ) 
值 ( 北 师 大 )， 


> el 有 最 小 值 ,并 求 其 最 小 
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提示 ”不等式 i + 二 > eO(x + a)ln(1 + 二 )> 1 


1 
Oa > —x,x > 0. 


In(1 + 二 


-x, 则 a e A 是 f(x) 在 x > 0 的 上 界 .于 是 





1 


nl 十 二 ) 
min 4 = sup A(%). 
由 于 f'(x) > 0, 所 以 supf(x) = lim A(%). 利用 泰勒 展开 不 难 算出 lim f(x%) = 


记 f/(x) = 


广 , 故 min 4 = 广 . 


例 8.28 求 最 小 实数 C, 使 得 满足 | 1 (x) | dx = 1 的 连续 函数 Kx) 都 有 
| /DD dx < C、 (第 四 届 全 国 大 学 生 数 学 况 赛 ( 非 数学 类 ) 预赛 坛 题 ) 

证 明 一 方面 ， J road A Ldt | | f(t) 1 dt =2. 
另 一 方面 ,如 果 取 f(x) = (n+ Dx", 则 有 上 -AC a [f(a =1. 而 


Ja 2 D2 (ne), 
由 此 可 知 , 最 小 实数 C = 2. 
四 、 积 分 不 等 式 
对 含有 定 积 分 的 不 等 式 我 们 经 常 要 用 中 值 定理 (包括 微分 中 值 和 积分 中 值 定 
理 ) 和 定 积分 的 性 质 (特别 是 分 部 积分 法 ) 来 证 明 它 . 许多 题目 还 要 用 到 特别 的 技 
巧 ,比如 通过 重 积分 来 证 明 . 下 面 将 会 看 到 这 方面 的 例子 . 
例 8.29 设 /(x) 在 [0,1] 上 有 连续 的 二 阶 导数 ,f(0) =f(1) =0, 当 x € (0， 


D 时 ,f(x) 关 0, 证 明 :上 9 dx > 4( 川 大 ). 


证 明 记 M = a f(x) |, 由 已 知 条 件 , 3c e (0,1) ,使 六 ce) = M. 由 拉 格 
朗 日 中 值 定理 ,有 
flc)=f(c) -fH0) =f (6)c, te (0,c), 
-fl(c)=f1) -fe) =f (6)(1 -ce), é € (c,1). 











米 ， 4 ~ 
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， ， -__ MM 
f (6é,) 一 上 (&1) 一 c(1 要 c) ? 
从 而 























1 | fs 
和 半 || P(e 


lL |p i 
a 
这 里 应 用 了 c(1 - c) < | 








1 
例 8.30 已 知 f(x) 在 [0,1] 上 二 阶 连续 可 导 , 证 明 :; 对 一 切 n, 有 
f (1) < 1 i 

Se rs) < Dh 


( 川 大 ). 
证 明 由 于 


之 (- 人 
i)]- 


a Pa al 








=5[/ (0) -/ (2 








| 











FG523)-7 532) $b (33)-/ (2)] + 
paar 3) 0 











-FS nl Pla De > 二- 和 | 


-名人 化 车-)- /| 


应 用 拉 格 朗 中 值 定理 ,有 


FS ls PO | 6 < 二 到 


























7 (5 引导 (5 = f° (7) [= 5 En Ee (= 7 
显然 














E, < Mk =1,2,.,2n+1. 
所 以 


这 (- 了 0) 
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-| Cm) -7(6D)) | = 四 1 
ri f(x) dx 三 th |e f(x) d 
例 8.31 设 函 数 /(x las 5] 上 连续 且 单 增 -证明 ， 
当 /(x) 非 负 时 ,本 题 有 明显 的 物理 意义 :如 果 曲 线 y = Kx) 单 增 , 则 密度 均匀 











的 曲 边 梯形 





[x,y)lasxr<6,0<y</(x)| 


的 质心 不 可 能 沙 在 直线 x = 和 了” 的 左边 . 





证 明 本 题 有 许多 种 证 法 ,但 关键 是 要 利用 /的 单调 性 和 - 和 了 ”关于 积 / 


Ei Wd We Ee 


ee 





则 F(a) = 0, 且 


P'(z) = FA%) -fd 





= es -f(1))dt 二 0 (因为 f(x) 单 增 ). 


由 此 知 F(x) 单 增 , 故 (5) 二 F(a) = 0, 即 
Jo 3 fs) SR 
证 法 2 因为 f 单 增 , 所 以 
(Ja -A ))=0 
将 上 式 关 于 x 从 a 到 5 积分 ,有 
| (:- 3)(/x) - 几 2 二)jax > 0， 











即 








注意 到 
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立即 可 知 欲 证 的 不 等 式 成 立 . 
例 8.32 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 可 导 ,证明 
as | lA) lex + | FG) lds 
证 法 1 用 积分 中 值 定理 . 因为 
| fdr = Aé), ¢ e £0,1], 而 /az) = A + /fd 
所 以 
Wn) < KAO FO Na < | MA) Ns + FCO) I 
证 法 2 用 分 部 积分 法 . 因为 
Jrod | Kod + /Du, 


而 
JoDu= 克 DO -JoDd 
= sa -| fa 
[F008= -DA | {GD 
= (1 -Ka + 人 (1 -Fd 
所 以 
Jrou = A -fy Dr -Fd 
故 


A < [rod | Da OF 
< | Dt FO lar IFO) la 
= | Da+ ro 
类 题 设 a > 0,f'(x) 在 [0,a] 上 连续 ,证 明 : 
0) < 0) lds + | FC) lx 
例 8.33 设 fx) 在 [0,1] 上 连续 可 导 , 证 明 : 
| A las < max 人 rooldr 








Jo 
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证 明 分 两 种 情况 讨论 . 
(1) 如 果 fx) 在 [0,1] 上 不 变 号 , 则 
J a = | Fae)< mas{f lr) lar, | ff) a} 
(2) 如 果 fx) 在 [0,1] 上 变 号 , 则 3x。e (0,1) ,使 得 Kx ) = 0. 又 因为 f(x) 
在 [0,1] 上 连续 ,所 以 存在 & e (0,1) , 使 得 
[fA(é)|= max |f(x)|>0. 


xel(0,l 


























帮 有 
[ fx) Ids max [f(x) |= | -Rao) | 


e(0,1) 





= |f fr We)< hr) lds 


| 








< max{f IF) lade, f fr) a 
例 8.34 设 f(x) 在 [a,b] 上 二 阶 连续 可 导 ， pd 








max [Ps )|< lrco ld + Th a sw [f(x) dx 
证 明 记 1=6-a 取 x es [a,a+3 1 E 站 - 二 ,如 , 由 微分 中 值 定理 ， 
大 
7 -A ss 本 
即 


(8) |< Ae) |+ IKa) 1). 
于 是 ,Vx e [a,b], 有 


FO) | FG) -PO + FO ST PO) le + TCA) + Ka) 1) 
对 上 式 两 边 ,分 别 关 于 x 和 在 [a,a + sm - 村,5] 上 积分 ,可 得 


(2) pe ls (2) /roy ls (Lluylas #2 sla) ld) 


< (二 flr la +2] a) Ie, 
即 


OT NO 


米 ， 24 ~ 














精 选 














i 





进而 有 
.mas Po i ;| ra ld 


这 就 是 所 谓 的 内 插 不 等 式 . 
类 题 设 /(x) 在 [0,1] 上 二 阶 连续 可 导 , 则 YE e (0, 广 ),n < (3 弛 ,1), 有 





FO 3K) -Am I+ | FC) Ide 
提示 “由 中 值 定理 , KE) -An) = /7(0) (#7) ,0 € (8,n). 
故 FC) < FC0) T+ Po ld 








+ | IF) lr 


<3IK6 AD I+ PC) de 
例 8.35 设 f(x) 在 [0,1] 上 可 微 , 且 0 < 了 f(x) <1,xe (0,1),f(0) =0, 证 
明 ， 
(frae) > [fa 
证 法 1 用 单调 性 证 明 . 令 
F(x) = (fu) -|f (2) di. 
则 显然 F(0) = 0, 而 
F'() = 2f(%) | ft) dr -f° (%) 














= Ha)|2 | KaDd -f(x)]. 
由 0 </(x) <1 及 f/(0) = 0 知 ,f(x) > 0,x e (0,1). 为 证 明 r(x) > 0, 再 令 
g(%) =2| fd -f°(%), 
则 g(0) = 0, 而 
g(x) = 2f(x) -Dx)f (x) = 2f(x)[1 -f(x)] >0, x € (0,1). 
故 瑚 (x) > 0, 从 而 F(x) > F(0) =0. ha > 0, 即 
(Awa) > fa 
证 法 2 用 中 值 定 理 证 明 . 令 
F(x) = (FAO), GC) = POD 
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连续 使 用 两 次 柯 西 中 值 定理 ,有 








(fv) _F(1) - F(0) _ Fr'(é) 
a2) [Da 2 fa 
pe Ue 
家 
Jod -2JXOd 二 





产 ( 本 = 天 从 六 机 
1 
二 >1 (0 过 好 过 和 过 避 1】)5 
去 分 母 即 得 要 证 的 不 等 式 . 

例 8.36 设 f(x) 在 实 轴 上 有 界 且 可 微 ,并 满足 

f(x) +f'(x)|s1. 
证 明 : |f(x) | 二 1,x ee (-%,+%)( 北 师 大 ). 
证 明 ”在 不 等 式 |f(x) +f'(x) | 到 1 两 边 同 乘 以 e ， 有 
(ex)) se， 


即 
-ee <(ef(x))'<e. 
对 上 式 从 - om 到 x 积分 ,并 注意 到 f(x) 的 有 界 性 ,可 得 
-ee <e/(x) < e’", 
即 -1 和 /Kx) 大]1， 
亦 即 f(x) |s1. 


类 题 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 可 导 , 且 fA0) = 0,f(1) = 1, 证 明 : 
| Fx) -fx) ar 2 
提示 (x) -fw) ls = | LA) 


> 上 (e f(x))' |dx = ea yd = 二 . 


e 

















例 8.37 设 f:[ -1,1] 一 R 为 个 函数 ,f 在 [0,1] 上 单调 递增 . 又 设 g 是 
[-1,1] 上 的 凸 函 数 , 即 对 任意 的 x,ye [-1,1] 及 1 e (0,1), 有 
g(iw + (1 -i)y) < tae(x) + (1 -i)g(y). 
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证 明 ; pe > | /Oa | g(a 
证 明 由 ,为 偶 函 数 ,可 得 
| fa = | fe a) 





于 是 ,有 
2 fjele) ds = | f(a) (g(x) + el -4)) ds 


=2 /f(s) (g(x) + g(a#)) de (1) 


因为 g(x) 是 是 函数 ,所 以 函数 h(x) = g(x) +g(-x) 在 [0,1] 上 单调 递增 ， 
故 对 任意 x,y e [0,1], 有 


(f(x) -f(y)) (h(x) -hy)) =0. 
进而 有 
| oo -A ) CRs) -hly)) drdy >0. 
[0,1] x[0,1] 


由 此 可 得 
2 | /ha > 2 | ad [ADd 


三 | fd | ha 


a a | g(a (2) 
比较 式 (1) ` 式 (2) 两 式 , 可 得 结论 . 
例 8.38 设 函 数 p(x) 在 [a,5] 上 非 负 连 续 ,f(x) ,g(x) 在 [a,b] 上 连续 单调 
增加 , 则 


(fp a ) (fp eC)as)< (pC) a)(f pO) gC) a) 
证 明 ”用 重 积分 来 证 明 . 考察 关 
4= [pA ed pl) de -fp A ds {p(s)ele) 


= [pf gi) . | Du [pf ) : fp Wal) 


= pp Les) -gl9) Jdvdy. 
交换 积分 变量 与 y 的 位 置 ,仍然 有 
和 | JoD7oDpCorIeO) — g(x) ] dxdy. 
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于 是 有 
A= 二 J pp0%) [f(x) -f(y) JLg(x) - g(y)Jdxdy =0, 
从 而 原 不 等 式 成 立 . 
类 题 1 设 f 在 [0,1] 上 连续 ,单调 减少 且 恒 取 正 值 , 证 明 : 
J FD) 
te 


[yu Jrou 





(郑州 大 学 ). 
提示 ”仿照 例 8.38 的 方法 证 明 . 
类 题 2 设 flx) 在 [a,b5] 上 连续 ,证 明 ， 


7 0 
| evar | ei dx 三 (0 -a)’. 


提示 化 成 重 积分 后 ,利用 不 等 式 二 +x > 2 (x > 0) 或 e > 1+x (x 之 0) 
可 证 明之 . 

注 8.4 车 (f(x) -f(y))(g(x) -g(y)) 宇 0, 则 称 f 与 g 成 正 序 ; 若 反 向 不 等 
式 成 立 , 则 称 /与 g 成 反 序 . 

当 [a,6] 上 的 连续 函数 /与 g 成 正 序 时 ,有 

| fa] gC) dr < (0-0) | agoDdri a) 

车/ 与 g 成 反 序 , 则 式 (1) 的 反 向 不 等 式 成 立 . 

至 于 式 (1) 的 证 明 , 可 在 例 8.38 中 取 p(x) = 1, 也 可 仿 例 8. 38 重新 证 明 

例 8.39 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 , 且 0 大 Kx) < 1, 证 明 . 


六 Ma ae> JU 
Ne 











证 明 /Ou | 7 


LN 与 1 -f(x) 成 反 序 ,所 以 由 注 8.4 有 


(1 -f(x)) dx. 


因为 





1 





fx)dxs { de: (1 -f(x) ) ds 
| se |. 


- re - [A] 





整理 即 得 所 要 证 的 不 等 式 . 
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例 8.40 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 且 满 足 0 < m f(x) 和 内, 证明 : 


[nu < SY. 


证 明 显然 , Vx e [0,1], 有 
(f(x) ~- m) f(x) - M) 
f(x) 




















= f(x )—-(M+m) Ph 


对 上 式 从 0 到 1 积分 ,得 
1 1 dx 
[A t Mn A < M +m 


a i 


1 dx 2 
ee ee - (人 Fa) 
过 (M+ m)’ 
i 
最 后 一 步 的 不 等 式 是 根据 函数 a(x) = ax - **(x > 0) 有 最 大 值 而 得 到 的 


注 8.5 将 题 中 条 件 “f(x) 在 [0,1] 上 连续 ”减弱 为 “f(x) 在 [0,1] 上 可 积 ”， 
论 仍然 成 立 . 男 外 , 铬 将 [0,1] 区 间 换 成 [a,5] 区 间 , 则 相应 地 有 








. ” dx = +m)’ 
[fo < -0 
例 8.41 设 f(x) 是 R 上 的 以 2 为 周期 的 函数 ,满足 : 
CD 人 Ad =0; Co A 光 运 沁 二 


证 明 :(1) f(x) 在 R 上 可 以 取 到 最 大 值 .最 小 值 ; 
(2) max |f(x) |< mL 
(苏州 大 学 ). 

证 明 (1) 由 条 件 (2) 知 , f(x) 在 R 上 连续 .由 于 f(x) 是 以 27 为 周期 的 连续 
函数 ,所 以 (x) 在 [0,2r] 上 最 值 就 是 f(x) 在 R 上 的 最 值 . 而 由 连续 函数 的 性 质 
知 , Ax) 在 [0,2w] 上 可 以 取 到 最 值 . 

(2) 由 于 f(x) 在 R 上 连续 且 取 到 最 值 ,所 以 3# e [0,2T] , 使 得 

|f(é2) | = max |f(x)l. 


xe[0,2T] 


又 由 条 件 (1) 及 积分 中 值 定理 可 知 ,3 吕 < [0.2r] , 使 得 
fw) = 去 厂 raod =0. 
下 面 分 三 种 情形 讨论 ， 
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(i) 若 & = xo, 则 此 时 f(E) = f(xo) = 0 ,于 是 .max IFKx) | =0, 从 而 欲 证 的 不 
等 式 成 立 ; 
(ii) 若 上 > wo ,由 f(x) 的 周期 性 ,有 
21f(é) -fxo)|= |f(é) -fxo) 1+ [flxo +27) -/é) | 
<L(E -x%0) +L(xo +27 -< 上) = 27L, 


即 
RE) | TO 
(证 ) 若 上 < x, 还 由 f(x) 的 周期 性 ,有 
2 1f(é€) -fxo) |= |f(é) -fxo) |+ [|f(E +27) -fxo) | 
<L(xo -é) +L(E +27T -x0) = 27L, 
即 


If(é) | 三 7 
例 8.42 设 f(x) 在 (0, + o ) 上 单调 递减 .可 导 , 且 |1f'(x)1>f(x) > 0， 
Vx e (0, + am) 证 明 : 当 * e (0,1) 时 ,有 J(x) > 5/( 二 ) 
证 明 由 /在 (0, + o ) 上 单调 递减 可 知 ,f'(x) < 0. 由 已 知 的 不 等 式 ,有 
-xz) =1f'(x)1 >f(x) >0, 即 。 过 三 而 
于 是 , 当 x e (0,1) 时 ,两 边 从 x 到 1 积分 可 得 


'f" (2) | 本 站 /A(1) 有 
| ds < [(-Dar=«-1, 或 <e 


两 边 再 从 1 到 一 积分 可 得 














必 或 “一 二 - < el 


ft) 
将 上 两 式 相 乘 ,可 得 
0 
Re (1) 


在 式 (1) 中 ,利用 不 等 式 :e** < ,x e (0,1)( 这 个 不 等 式 用 单调 性 不 难 证 明 ,请 
同学 们 证 之 ) 可 得 结论 . 

例 8.43 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 可 导 ,f(0) = f(1) = 0, 证 明 : 

(1) 存 在 c > 0, 使 


[f(a < [f° (de 
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精 选 














i 





(2) e 的 最 小 值 为 二 ， 
证 明 (1) 将 f(x) 在 [0,1] 上 展开 成 正弦 级 数 
f(x) = Dbsin 72TTX ， 


则 
f’'(x) = en 
由 巴塞 伐 尔 等 式 得 加 
jf = 二 > 
[f° (x) ds = > = 于 > 4 = mw | PP)dx 
故 


[fa < 二 [f° (1) 
由 此 可 见 , 只 要 c > 3 上 述 不 等 式 总 成 立 . 
(2) 为 求 c 的 最 小 值 ,必须 求 Ax) 使 式 (1) 中 等 号 成 立 . 易 见 , 当 f(x) = sin mx 
时 , 式 (1) 变 成 等 式 , 故 。 的 最 小 值 为 三 
例 8.44 设 f(x) 在 [a,6] 上 严格 单调 递减 , f'(x) 存在 , [f(b5) ,f(a)] C 
[ -三 , 王 |， 且 |f'(x) | 三 m > 0, 证 明 : 


eos f(D 由 Se 


证 明 由 已 知 条 件 y = f(x ) 存在 反 函 Re pt 且 g(y) 在 [f(5) ,f(a)] 上 
单调 减少 、 可 微 ,并 有 








dx 1 
dy (xz) 
这 样 就 可 对 [eos f(x) dx 进行 换 元 , 且 有 








era = -ey FE 人 


fl a) 
< | 2 
m 


fo) Mm 


这 里 注意 到 了 cos y = 0. 
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例 8.45 设 f(x) | es 
e |f(x) | 2, Vxe(-%,+o%). 








证 明 由 于 
x+l] ex+l Si 
f(x) =| sine'dt = | SU ( 邻 = 的) 
E43 ex Uu 
ex+l 1 

CON COSL 

i 村 
X+1 C3 ex+l 

COSe COSe CoOSL 
ee | a du, 
e Uu 
所 以 





Ee 


f(x) | |cose™! | | cose | 三 [cosu | 
ex ww 





故 





(-oo,+oo). 
例 8.46 设 f(x) 在 [0, + w) 上 可 导 ,f(0) =1fo = 1 


“但 
+ |f(x) | 
limf(x) = 4. 证 明 :2 <A4<1+In2. 


证 明 由 已 知 条件 , (x) > 0, 即 f(x) 在 [0, + om ) 上 单调 增加 ,因此 f(x) = 
f(0) = 1,Vx e [0, + % ). 又 因为 


+% +% dx 
A-1 三 4 d 三 一 
J Os 
dr __ -: 一 时 
<| a lIn(1 +e™) oe ln2 ， 
所 以 


A<1+l1n2. 
男 一 方面 ,由 f(x% ee 1, fe ) |=f(x) < 4. 于 是 ,有 


4 0 3 








4 + 
于 dx 1 1 下 1 
= = - = 
| At +r Te EY 1 4+1， 








即 
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综 上 ,我 们 完成 了 证 明 . 


例 8.47 证 明 :,- 工 + 工 < 工 < +1 (s >1) (上 海 大 学 ). 
s—-1 2 rs s—1 





1 fl 1 

S| (于 -二 ja sl (1) 
先 证 式 (1) 右 边 的 不 等 式 . 显然 

1 


























二 1 n x 1 .nm \n (n+1) 
aa 
2 (zz+1l) 
(1 1 
记 S$， = (二 - ) 由 
k=1 k: (k+1) | 
i | 


由 此 可 知 , 式 (1) 右 边 的 不 等 式 成 立 . 
为 证 明 式 (1) 左 边 的 不 等 式 成 立 , 需 要 证 明 
































nt+l 1 1 1 n+l 1 1 
| (= - jdx = 3 | (= ee i (2) 
如 图 8-3 所 示 , 式 (2) 左 边 表示 的 
是 曲 边 三 角形 BCD 的 面积 ,右边 表示 ?| 
的 是 矩形 ABCD 面积 的 一 半 . 由 此 易 坟 
见 , 式 (2) 成 立 . 
于 是 有 
机 n+l 1 1 
rs 
下 过 1 1 (nt1)y 
0 
O n n+l 洛 
_1 
”2 


图 8-3 例 8.47 图 
即 式 (1) 左 边 的 不 等 式 成 立 . 
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考研 数学 分 析 的 复习 ， 要 把 握 住 三 方面 : 一 、 要 牢固 掌握 基本 概念 ， 这 是 深入 复习 的 
前 提 。 二 、 要 把 课本 中 各 章节 的 内 容 整 合 起 来 ， 做 到 融会 贯通 。 越 是 能 总 结 和 融会 ， 在 面 
对 问题 时 ， 越 能 心中 有 数 ， 知 道 如 何 下 手 。 三 、 在 重点 和 难点 上 多 下 工夫 ， 不 仅 要 和 弄 明 
白 ， 还 要 熟练 掌握 。 因 为 这 部 分 见 水 平 ， 题 目的 甄选 功能 更 大 ， 是 各 大 高 校 喜欢 出 题 的 地 
方 ， 因 此 复习 起 来 事半功倍 。 

本 书 照顾 了 考研 复习 的 三 方面 ， 分 为 八 讲 ， 主 要 内 容 包 括 : 极限 、 一 元 函数 的 连续 
性 、 一 元 函数 的 微分 学 、 一 元 函数 的 积分 学 、 级 数 、 多 元 函数 的 微分 学 、 多 元 函数 的 积分 
学 和 不 等 式 。 

期 望 本 书 能 帮 您 取得 好 成 绩 ! 


以 往 读者 评价 : 

这 本 书 的 亮点 在 于 其 针对 性 : 重点 叙述 数学 分 析 课 程 中 的 难点 和 学 生 做 
题目 感到 难受 的 知识 点 ， 如 微分 中 值 部 分 辅助 函数 的 构造 ， 还 有 利用 后 面 几 个 章节 的 知 
识 综合 求 极限 等 等 ， 这 样 对 考研 备战 就 很 有 针对 性 。 

题 型 非常 全 面 ! 适合 复习 ! 但 是 题 量 稍 大 ， 要 有 耐心 啊 。 


很 多 题目 是 历年 名 校 数 分 的 压轴 题 ， 收 获 很 多 。 


身边 很 多 人 在 用 就 买 了 ， 内 容 确实 不 错 。 印 刷 纸张 上 乘 。 
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